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RESUME

Les modeles de séparation d'une émulsion huile-eau sont utilisés pour la simulation des
séparateurs gravitationnels huile-eau. Cependant, la plupart des modeles existants ne
considerent pas la coalescence des particules d'huile. Or, afin d'améliorer la précision d'un

modele de séparation, il est préférable de prendre compte le phénomene de coalescence.

Nous présentons un modele eulérien-lagrangien de séparation qui tient compte de la
coalescence des particules. Celui-ci est constitué d'un modele eulérien de séparation couplé
a un modele lagrangien tenant compte de la coalescence. Le développement du modele
lagrangien constitue le point central du travail car 1'important est de compléter un modele

eulérien, a priori quelconque, a I'aide d'un modele lagrangien de coalescence.

Pour nous assurer de la validité du modele eulérien-lagrangien, on simule, a I'aide de ce
dernier, la séparation d'une émulsion huile-eau pour un séparateur gravitationnel simple. La
comparaison de nos résultats avec ceux d'une expérience physique de ce genre déja réalisée

montre que le modele reproduit bien la réalité de cette expérience.
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INTRODUCTION

Le sujet de ce mémoire est I'élaboration d'un modele mathématique de séparation d'une
émulsion huile-eau, qui tient compte de la coalescence des particules d'huile en suspension
dans l'eau. Dans la littérature, il existe peu de modeles tenant compte du phénomeéne de
coalescence. Pourtant, il est important de considérer ce phénomene afin d'obtenir un modele

représentatif de la séparation.

Nous présentons un modele eulérien-lagrangien (chap 4) de séparation. Le modele de
base est de type eulérien et il est couplé a un modele lagrangien spécifiquement pour tenir

compte de la coalescence des particules.

Le modele eulérien (chap 2) est issu de l'application des lois de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement. En ce qui concerne le modele de coalescence ( chapitre 3 ),
il est inspiré d'une part, des travaux de Pope [4,5], et d'autre part, de ceux de Minier
[6,16,21] et Simonin [16,17,18,22,27] du Laboratoire National d'Hydraulique d'Electricité
de France. La coalescence est vue comme un cas particulier de collision entre particules.

Dans ce contexte, on utilise une approche statistique pour modéliser ce phénomene sous
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forme de probabilité de collision. L'idée de base est de considérer le diametre des particules
d'huile comme une variable aléatoire stochastique D(x,t). Dans ce cas, I'évolution de cette
variable est décrite par une équation de Langevin [1]. Celle-ci tient compte de la
coalescence en ajustant D(x,t) pour les particules qui se sont probablement fusionnées. Le
diameétre moyen des particules, premier moment de la distribution de D, sera utilisé dans le
modele eulérien de séparation de 1'émulsion. C'est donc au travers de ['utilisation du

diametre moyen dans le modele de séparation que celui-ci tiendra compte de la coalescence.

Le modele de séparation est général, mais nous I'avons développé pour la simulation de
séparateurs gravitationnels car il est particuliérement utile pour la réalisation de ce genre
d'appareils. Avant de construire un séparateur gravitationnel, il est avantageux de vérifier
son efficacité par une simulation numérique qui consiste a lui appliquer un modéle de
séparation afin de simuler le comportement réel de celui-ci. Plus le modele est représentatif,

plus la simulation reproduira fidelement la réalité.

Afin de valider le modele, on expérimentera celui-ci sur un cas simple de séparation
d'une émulsion huile-eau au repos dans un contenant. Dans ce contexte, la phase la moins
dense, en I'occurrence I'huile, devrait monter en surface et se séparer progressivement de
I'eau sous I'action de la gravité. Finalement, on vérifiera si le comportement du modele de
séparation reproduit bien la réalité€ en comparant les résultats des simulations numériques

avec ceux des expérimentations physiques.



CHAPITRE 1

POSITION DU PROBLEME

Avant d'élaborer le modele eulérien-lagrangien de séparation d'une émulsion, on présente
quelques notions sur les séparateurs gravitationnels. Tout d'abord, on aborde le cadre de
leur utilisation et leurs divers aspects industriels. Ensuite, on traite de la coalescence et des
approches possibles pour modéliser ce phénomene dans un séparateur gravitationnel.
Finalement, on décrit les expériences que I'on désire réaliser sur des séparateurs

gravitationnels simplifiés.

1.1 UTILISATION DES SEPARATEURS GRAVITATIONNELS

Il existe de nombreux problemes industriels ou I'on a besoin de séparer les phases d'une

émulsion huile-eau; en particulier dans les situations suivantes :

. déversement d'huile par un bateau en pleine mer (secteur pétrolier)

. décontamination d'un lac ou d'une riviére (secteur environnemental)



. déversement de I'huile des transformateurs dans 1'eau de refroidissement (secteur
hydro-électrique)
. déversement de 1'huile des réservoirs sur un site pétro-chimique (secteur pétro-

chimique)

Les séparateurs gravitationnels sont tres utilisés pour séparer I'huile de I'eau dans les deux
derniéres situations, notamment par les producteurs d'électricité. Ces derniers utilisent
plusieurs postes de transformation €lectrique ou l'huile est requise en grandes quantités.
Parfois, des accidents, des incendies ou des bris peuvent causer des déversements d'huile. Il
arrive que l'huile se déverse dans l'eau ( eau de pluie, eau d'incendie ) formant ainsi un
mélange diphasique huile-eau. L'eau ainsi polluée doit étre débarrassée de I'huile avant son
évacuation dans l'environnement. Il est important de réduire au minimum la quantité d'huile

entrainée par l'eau évacuée dans la nature.

1.2 TECHNOLOGIE DES SEPARATEURS GRAVITATIONNELS

Les séparateurs gravitationnels se présentent sous diverses formes. On trouve cing types

principaux de séparateurs gravitationnels utilisés dans 1'industrie [14].
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Figure 3: séparateur pour déversement Figure 4: séparateur a plusieurs plateaux
majeur vertical (2 bandes de dispersion)
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Figure 5: séparateur centrifuge

Les 5 types de séparateurs gravitationnels sont caractérisés par : introduction verticale du
mélange en un point pres du centre de la zone de dispersion (figure 1), introduction
horizontale du mélange dans la zone de dispersion (figure 2), introduction de deux zones de
dispersion (figure 3), subdivision de la zone de dispersion en plusieurs zones de dispersion
pour augmenter 1'efficacité (figure 4) et dissociation des phases par la force centrifuge
(figure 5). Nous n'élaborerons pas plus sur le theme des différents types de séparateurs car
ce n'est pas l'objet principal de notre travail, mentionnons seulement que les
expérimentations numériques sont orientées vers des séparateurs pour déversement majeur

horizontal (figure 2).



1.3 PHENOMENE DE COALESCENCE

La coalescence des particules d'huile en suspension dans une émulsion huile-eau est
I'union de deux ou plusieurs particules pour en former une plus grosse. Ce processus est
décrit par Hodgson et Woods [14] comme suit : deux particules, ou une particule et une
phase continue s'approchent de plus en plus pres, jusqu'a une distance 9, ou le film de la
phase continue présent entre les deux se brise et la coalescence se produit. La vitesse
d'approche et le temps de coalescence t sont déterminés par la vitesse a laquelle le fluide
provenant du film se libére; apres la rupture du film la nouvelle bulle se crée

instantanément.

Sur la figure 6, on schématise le phénomene de coalescence entre deux bulles isolées et une

bulle avec une phase continue d'huile.

—

-

|
Figure 6 : Coalescence entre 2 bulles ou entre une bulle et

I'interface




Plusieurs facteurs influencent le temps de coalescence des bulles d'huile. Les principaux

sont :
. la dimension des particules
. la force de l'impact
. la viscosité des particules
. I'action des forces externes
. la viscosité de la phase continue
. les champs é€lectrostatiques

Le temps de coalescence a tendance a augmenter si les deux phases en présence sont en
mouvement. De plus, si les vitesses relatives entre les particules sont au-dela d'un certain
seuil, le choc sera fort et elles peuvent rebondir sans qu'il y ait coalescence. Il est donc
évident que la mise au point d'un modele pour tenir compte de la coalescence nécessitera un

effort de simplification important.

Reynolds [14] a approximé le temps de coalescence T entre 2 surfaces immobiles par la

relation suivante:



ou u est la viscosité de la phase continue, A l'aire de 1a plus grande coupe d'une bulle, &
I'épaisseur critique du film et F sont les forces, appliquées a 1'émulsion, qui régissent le
phénomeéne de coalescence. Dans les situations plus complexes ou le nombre de bulles est
élevé, la force F est inconnue, le temps de coalescence ne peut €tre prédit de cette équation.

Il en est de méme si les bulles sont en mouvement.

La coalescence des particules d'huile en suspension influence de fagon significative la
séparation des phases de 1'émulsion. En effet, en augmentant le diamétre des particules
d'huile, la coalescence affecte le champ de vitesse de la phase huile et par le fait méme le
comportement entre les phases. Par conséquent, il est important de tenir compte de la
coalescence des particules dans le modele de séparation afin d'obtenir une bonne simulation
de la séparation des phases d'une émulsion a l'intérieur d'un séparateur gravitationnel.
Toutefois, le phénomene est complexe et dépend de nombreux parameétres externes. Par
conséquent, la modélisation de la coalescence est un probleme ouvert. Nous allons tout de
méme proposer dans une section ultérieure un modele qui reproduit relativement bien les

aspects les plus significatifs de ce phénomene.

1.4 MODELISATION DE LA COALESCENCE

Le processus physique de la coalescence est de nature complexe et bien que le sujet soit
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trés documenté dans la littérature, I'information est souvent disparate et incompléte. Un
modele représentant fidelement les processus liés a la coalescence et utilisable pour la
conception de séparateurs reste a définir. Typiquement, les informations disponibles

actuellement dans la littérature entrent dans 1'une ou l'autre des deux catégories suivantes :

(i)  des études de la coalescence entre deux particules ou un assemblage précis de
quelques particules. Ces études présentent généralement des corrélations entre le
temps de coalescence et les parametres physiques pour certains modes

d'opérations bien déterminés.

(i1)  des rapports de campagnes de mesures de taux de coalescence pour les dispositifs
de séparation d'utilisation courante dans l'industrie. Les données sont
généralement globales et donnent peu d'information sur la dispersion des

particules et leurs tailles.

Ces deux approches conduisent a différents modeles possibles de coalescence. La

figure suivante illustre la classification de ces divers modeles de coalescence.



‘ Modéles de coalescence pour les séparateurs gravitationnels
e \
’ Modeles expérimentaux } Modéles theorxques
Modéles stochastiques Modéles determmlstes
! - - -
Modeles d'équilibre {Modeles par rupture ‘
[ (

Y Y
observations le processus de la bande de processus de rupture
expérimentales coalescence est dispersion est du film entre deux

considéré considérée en bulles ou une bulle
stochastique plusieurs éléments et une interface
corrélation des + verticals | |
données évaluation des Y modéle
probabilités de équilibre sur hydrodynamique de
équations finales coalescence chaque élément rupture du film
concordance avec évaluation du temps calculer les
les données de coalescence constantes de
expérimentales | coalescence

\J

imulation d simulation du
simu atlon u séparateur
scparateur gravitationnel
gravitationnel

Figure 7: classification des modeles de coalescence

Il existe bien divers modeles capables de simuler 1'écoulement d'une émulsion huile-eau,

mais aucun ne tient compte, de maniere satisfaisante, de la coalescence des particules
d'huile. Cela est en partie attribuable au fait que la majorité des études donne des
informations "microscopiques” sur ce phénomene, alors que les modeles pour les

écoulements de fluides s'adressent au comportement macroscopique. En effet, il existe

11

passablement d'études sur les aspects microscopiques de la coalescence (coalescence entre
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deux particules). Zinchenko [15], Davis [11], Martin et Hartland [14], Davis et Zhan [13]
ont étudié le taux de coalescence entre deux particules de tailles égales dans divers
contextes. Feke et Schowalter [12] ont observé I'effet de la dispersion due au mouvement
Brownien sur la coalescence de deux particules. Wang, Zinchenko et Davis [9] ont analysé
le taux de coalescence entre deux particules de tailles quelconques. La théorie de
I'interaction hydrodynamique entre deux particules est avancée a la suite de leurs travaux.
Cependant, les études qui traitent de l'effet macroscopique de la coalescence sur un
€coulement diphasique, c'est-a-dire de 'effet global de la coalescence au sein de 'ensemble
des particules, sont rares. Récemment, Hill et Ng [3] ont développé un modele
macroscopique de coalescence qui donne 1'évolution du nombre et de la taille de I'ensemble
des particules. Dans ce modele, la distribution de probabilité du diamétre des particules
d'huile est approximée par une distribution discréte associée a des intervalles de diameétre
(classes). L'évolution des particules de chaque classe est régie par une équation
différentielle et I'échange entre les classes, qui est assimilable & I'effet de la coalescence, est
régie par une équation intégro-différentielle. La complexité liée au nombre d'équations
différentielles, une par classe de diametre, et I'inconnue li€e a la forme du noyau régissant la
coalescence, nous aménent a explorer une approche différente pour modéliser la

coalescence.
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1.5 EXEMPLE DE MODELE DE COALESCENCE

Voici un exemple typique de modele macroscopique et phénoménologique de
coalescence favorisé dans les applications industrielles. Il se situe dans la classe des
modeles théoriques déterministes pour un séparateur gravitationnel de type bande de

dispersion. On considere le dispositif suivant [14]:

Taux d'écoulement de la phase
dispersée ( Qd)

~

A)

Aire transversale
« Interface

( coalescence
d'interface )

. Zone
/ g, d'agglomération
€
° Zone de
sédimentation

L____» Taux d'écoulement de la phase

continue ( Qc )

Figure 8: exemple de modele de coalescence

Celui-ci consiste a introduire une émulsion, constituée d'une phase continue et dune phase

dispersée, dans le contenant. Les phases de I'émulsion évoluent et se dissocient
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progressivement l'une de 1'autre dans le contenant et sont évacuées via deux sorties. Le taux
d'écoulement d'une phase ( Qc, Qd ) représente la quantité de masse de la phase qui est

évacuée instantanément par une sortie.

H est la hauteur totale de la bande de dispersion de 1'émulsion, a la hauteur de la zone
d'agglomération, b la hauteur de la zone de sédimentation, A l'aire transversale, €, la
fraction volumique de la phase dispersée introduite et &, est le diaméetre moyen des

particules de la phase dispersée introduite.

Dans ce contexte, la coalescence est introduite par un modele basé sur des relations
algébriques dérivées de processus chimiques et physiques, qui influence la hauteur de la
bande de dispersion. Par exemple, dans un modele basé sur une loi de puissance on a la
relation suivante qui donne la hauteur de la bande de dispersion en fonction du taux

d'écoulement de la phase dispersée :
Ho| Q|7
A
ou Y est une constante comprise entre 2.5 et 7.

La coalescence des particules influence le taux d'écoulement de la phase dispersée. Par

conséquent, 1'équation précédente tient compte de I'importance de ce phénomene sur la



15

hauteur de la bande de dispersion. Ce modele de coalescence est simple, mais il n'est pas
trés précis. De plus, il n'est pas adapté aux séparateurs fonctionnant en mode continu car il
ne tient pas compte de la convection. Dans notre cas, on va développer dans la section 3 un

modele stochastique qui reproduit mieux le comportement physique de la coalescence.

1.6 PROBLEMES MODELES

Afin de valider le modele de séparation d'une émulsion huile-eau, on se base sur deux

expériences montées sur des dispositifs expérimentaux.

1) Bouteille

Un mélange huile-eau est produit dans une bouteille de verre. La bouteille est remplie

d'eau et on injecte de I'huile dans celle-ci.
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contenant
d'huile
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mélange huile-eau
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t

T bande de dispersion
Y

cau

caméra

bouteille de verre

Figure 9: Expérience avec la bouteille de verre

L'expérience numérique consiste a simuler le comportement de 1'émulsion huile-eau a
l'intérieur de la bouteille via le modele de séparation qui tient compte de la coalescence des
particules d'huile et a valider le comportement du modele avec les résultats d'une

expérience qui a été effectuée récemment au laboratoire de 'UQAC par le GRIPS [30].

2) Montage d'un séparateur gravitationnel

Le montage illustré a la figure 10, prise de [31], situe un séparateur gravitationnel dans
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un contexte d'utilisation industrielle. Des expériences physiques ont été réalisées
récemment a 'UQAC sur ce montage. Cependant, on n'a pas pu obtenir de données
utilisables qui nous permettent de valider notre modele d'évolution d'une émulsion huile-
eau dans de telles conditions. Nous allons donc laisser tomber la validation de notre modele

pour ce cas, mais il serait intéressant de le faire dans une autre étude.

réservoir
d'eau
primaire

réservoir
d'huile

primaire

anémomeétre

laser-doppler

débimétres

|

(=)
pierres diffuseur | ™
N nettes ’ '
ses 524
\¢ ? tuyau d'amenée séparateur f
% ( décanteur )
bassin de
récupération
échantillonage
SECTIONS DE MAQUETTE \
N
Ci] réservoir réservoir
d'eau d'huile
photo caméra o secondaire secondaire
vidéo
traitement ]
d'eau !
traitement
Y d'huile

Figure 10: mise en situation du séparateur
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CHAPITRE 2

MODELE EULERIEN POUR UN ECOULEMENT DIPHASIQUE HUILE-EAU

Il existe deux grandes approches utilisées pour simuler 1'écoulement d'un mélange
diphasique ou d'une émulsion; I'approche eulérienne et 1'approche lagrangienne. L'approche
eulérienne consiste a traiter les phases du mélange comme des milieux continus qui
s'entremélent et a résoudre des équations de conservation (masse, quantité de mouvement,
etc ...) pour des caractéristiques de chaque phase afin d'obtenir le comportement de celles-
ci. L'approche lagrangienne exige que 1'on identifie une phase continue et une phase
dispersée. On considere ensuite la phase dispersée comme une collection de particules
stochastiques qui simulent des particules physiques, chacune possédant ses propres
caractéristiques : position, diametre, vitesse, etc ... L'évolution du mélange dépend alors de
I'évolution simultanée de la phase continue et de la phase dispersée. A priori, I'approche
lagrangienne semble plus simple et naturelle, néanmoins pour des raisons de calculs
numériques (précision, temps de calcul) c'est I'approche eulérienne qui est la plus utilisée.
De plus, certains aspects de l'interaction entre les phases, notamment en présence de
turbulence [29], sont difficiles 2 modéliser via une approche lagrangienne. On peut qualifier

I'approche eulérienne de macroscopique par opposition a l'approche lagrangienne qui se
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situe au niveau des particules (microscopique).

Dans ce chapitre, on présente un modele eulérien d'écoulement diphasique d'une
émulsion huile-eau. Il formera le contexte mathématique dans lequel on introduira un

modele auxiliaire (lagrangien celui-1a) pour ajouter l'effet de la coalescence.

2.1 MODELE BI-FLUIDE EULERIEN (MODELE GENERAL)

On consideére que le mélange diphasique huile-eau est constitué d'une phase continue
(eau) et d'une phase dispersée (huile) formée de particules en suspension dans la phase
continue. On suppose que les deux phases sont incompressibles et que la pression, pour les
deux phases, est imposée par la phase continue. Dans ce contexte, un modele général bi-

fluide d'évolution du mélange, basé sur des lois de conservation, est donné par [26] :

+ les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement de la phase eau

o,
ot

- V-(b,u) - 0 (2.1.1)

]
bt () Fvp - Ly o Lp g @12)

ot P, P, P,
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* les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement de la phase huile

a¢h
50 ¢ Vi) -0
o, uy b, 1 1 1
+ Viibp.wu )+ —Vp, - —Vet. + —Vp + —1I = f
" (b, u,u,) o P VT VR b,
* des relations de fermeture
Vp, - Vph

Ih = Ie = K¢e¢hur

K - K(‘be;d)ha ”ur” ape, pha “’e’dp)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

oll ¢, est la fraction volumique d'huile, ¢, la fraction volumique d'eau, p, la densité de

I'huile, p, la densité de l'eau, uy, la vitesse de l'huile, u, la vitesse de I'eau, p, la pression de

I'huile, p, la pression de I'eau, p, la pression intergranulaire, t, le tenseur des contraintes

effectives sur l'huile, 1, le tenseur des contraintes effectives sur 'eau, y, la viscosité de

I'eau, dp le diametre des particules d'huile, u, = u, - u,_ la vitesse relative, K une relation qui

tient compte du role des particules de la phase dispersée sur 1'écoulement et f les forces
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externes. Finalement, I, et I, représentent respectivement I'échange de quantité de

mouvement de la phase huile et de la phase eau.

La résolution de ce systeme d'équations donne la fraction volumique ( ¢,, ¢, ), les vitesses (
u,, u, ) et la pression p,. L'évolution de I'ensemble de ces variables caractérise I'évolution
du mélange diphasique huile-eau. Remarquons que ce systéme est ouvert car il reste a
modéliser les quantités p, et K, voir [26]. A titre d'exemple, on trouve dans [26] le modéle

suivant pour la pression intergranulaire p, :

2 2¢,(1 +¢)
Pc = _‘d)hphqhz I+ <
3 (1 B ﬁ 25e,
o

m

ou e, est un coefficient d'élasticité des collisions entre les particules, g, la racine carré de
I'énergie cinétique du champ de vitesse de la phase huile et ¢, le taux de compactage

maximum des particules.

En ce qui concerne la relation K, qui décrit I'influence des particules de la phase dispersée
sur I'écoulement au travers des échanges de quantité de mouvement I, et I, elle peut prendre
la forme suivante [22] :

du

du 1 .
— -V, (p, - P)E - = p,C,A U Jul - V,Vp' - p V,C — . F

v
P ¥ 5t 2 mTg e
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-VpT--Vp, - P8

ou C,_, est un coefficient de masse ajoutée. Il est a noter que le modele de coalescence que
l'on va introduire (chapitre 3) va modifier le diamétre d, des particules d'huile et affecter

cette relation de maniere importante, notamment par le biais de C;, V, et A,.

2.2 MODELE BI-FLUIDE SIMPLIFIE

Ce qui nous intéresse avant tout c'est I'élaboration d'un modele de coalescence
représentatif, efficace et pouvant étre couplé avec la majorit€ des modeles bi-fluides. Or, le
modele bi-fluide décrit sommairement en 2.1 est trop complexe a résoudre pour les besoins
de ce travail. De plus, on ne sait pas résoudre ce modele pour des écoulements turbulents
[26]. Par conséquent, on introduit une hypothése dans le but de simplifier la modélisation et
permettre la prise en compte de l'effet de la turbulence. L'hypothese consiste a négliger
l'effet de la phase constituée de particules (huile) en suspension sur la phase continue (eau).
Par conséquent, 1'évolution de la phase continue (eau) peut étre modélisée, en supposant
qu'il n'y a que de l'eau (c'est-a-dire ¢, = 1), par les équations usuelles de conservation de la
masse et de la quantité de mouvement pour un fluide, soit les équations de Navier-Stokes

suivantes :
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I
o

V-u, (2.2.1)

[

Ju
pe( at‘ + Vue) - pAu - Vp, = f (2.2.2)

La résolution de ces équations fournit la vitesse et la pression de la phase continue (eau).
On remarque que les équations 2.2.1 et 2.2.2 proviennent des équations 2.1.1 et 2.1.2
auxquelles on a appliqué I'hypothese simplificatrice et on a négligé des termes d'interaction

entre les phases.

L'approche usuelle pour tenir compte de la turbulence est de décomposer le champ
instantané u, en une partie moyenne U, et une partie fluctuante u,' = u, - U, et d'appliquer

un opérateur de moyenne a 'équation (2.2.2). Elle prend alors la forme

ou
pe( at’ * UeVUe) - pAu, + V'R + Vp_ - f (2.2.3)
ou R est le tenseur des contraintes de Reynolds dont la forme exacte est

R=<p.u'ou'>

En pratique, R est fourni par un modele de turbulence car on ne dispose pas de la valeur de
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En ce qui concerne 1'évolution de la phase huile, on la modélise par I'équation de

convection (annexe 1) suivante, caractérisant la conservation de la masse d'huile :

a(bh . =
2 Vi) - 0 (2.2.4)

ou u, et u, sont les vitesses instantanées des phases.

La résolution de 1'équation 2.2.4 fournit la fraction volumique d'huile ¢, et celle de l'eau ¢,

puisque ces fractions volumiques sont reliées entre elles par I'équation ¢, + ¢, = 1.

On écrit la vitesse de la phase huile sous la forme u,, = u, + u,, c'est-a-dire la vitesse de la
phase continue (eau) a laquelle on ajoute une vitesse relative u,. La vitesse relative peut étre
obtenue via une équation de conservation de la quantité de mouvement dans laquelle on
suppose un équilibre instantané des forces et on néglige I'inertie [22]. On obtient 1'équation

suivante

Vi, - PDE - 5 p.CoAu, Ju - 0 (2.2.5)
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ol V, est le volume des particules d'huile, g le champ gravitationnel, C; le coefficient de
trainée, A, l'aire de la section droite des particules. Il est a noter que les quantités V, et A,
sont a priori inconnues. On suppose que les particules d'huile sont sphériques de sorte que

le volume V, et l'aire de la section droite A, d'une particule de rayon r seront calculés

4nrd

respectivement par et nr?. Toujours sous I'hypothese que les particules sont

sphériques, le coefficient de trainée de la phase huile en mouvement et le nombre de

Reynolds sont donnés par [17] :

d |u
121—4(1 . 0.15Re*¥) | si Re - 1%L 1000
e

v (2.2.6)

[

C -

d
0.44 , autrement

ou v, - e estla viscosité cinématique du fluide.

P.
L'équation 2.2.5 est utilisée pour déterminer la vitesse relative u,. Cette derniere servira a
calculer la vitesse u, de la phase huile. On remarque que cette équation est fortement non-
linéaire puisque Re dépend de u,, C,; dépend de Re et on a le terme C; (Re(n,)) u, |u,| qui

est non-linéaire en u,.

Dans le chapitre suivant, on expose le modele lagrangien de coalescence qui sera combiné
au modele eulérien simple (chap 4) afin que ce dernier considere la coalescence. Notons

que le fait d'exposer le modele de coalescence dans un modele bi-fluide simple n'entache en
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rien sa généralité. De plus, il devient beaucoup plus facile de caractériser son effet et de le

valider.
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CHAPITRE 3
MODELE LAGRANGIEN POUR LE TRANSPORT, LA DISPERSION ET LA

COALESCENCE DE PARTICULES D'HUILE DANS UN ECOULEMENT
DIPHASIQUE HUILE-EAU

On considere d'abord I'évolution de I'ensemble des particules de la phase huile (évolution
de la position et de la vitesse des particules) , supposées étre des spheres rigides, dans
I'écoulement diphasique du mélange. Ensuite, on étend le modele de maniére a prendre en

compte la coalescence des particules. On se base alors sur une approche collisionnelle.

3.1 TRANSPORT D'UNE PARTICULE D'HUILE DANS UN ECOULEMENT
DIPHASIQUE

Soit X la variable position d'une particule d'huile. L'équation pour le transport de la

particule, qui donne 1'évolution de la position X, est la sutvante :

Xy G.1.1)

t p

ol v, est la vitesse de la particule d'huile.
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3.2 EVOLUTION DE LA VITESSE D'UNE PARTICULE D'HUILE DANS UN
ECOULEMENT DIPHASIQUE

On peut déduire, a partir de principes physiques et de 1'équation de Newton F = ma, une

équation pour la vitesse (lagrangienne), v,, d'une particule sphérique dans un fluide [25] :
q p g p p pheriq

" (3.2.1)

nd? Du nd?
F L - 3.2.2
. p P, Dt p (p, -p)E ( )

1 wd? nd? Du dv
F - — C -v [ (u -v )+ : S
275 g PCaln vl - v) e =5 p"( Dt dt) 323
t s
3 d dt
242 /- _a v )
2 Pe nv_]; dtp(u° ")

Jt - T,

dfju -v
c %(1+0.15Re°'“7) CsiRe . MoVl
= (<

< 1000
d

v, (3.2.4)
0.44 , autrement

Dans F, on trouve la force de gradient de pression et la force de gravité, dans F, on

trouve la force de trainée, la force de masse-ajoutée et la force de Basset. La forme exacte,
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notamment les expressions contenant une dérivée matérielle de la vitesse du fluide, des
forces de gradient de pression, de masse-ajoutée et de Basset, est sujette a controverse.
Lorsque [ p, - p, Il est relativement grand, on sait que les forces de gravité et de trainée
dominent, nous allons donc retenir ces deux forces seulement. Dans ce contexte, I'équation

3.2.1 s'écrit

p_ b, g (3.2.5)
dt T, P,
4d
o 1, - L (3.2.6)
3p.Cilu, - v,

Notons que t, peut étre vu comme un temps de relaxation dans le retour de la vitesse de

: S . . u -v (1 . .
la particule a la vitesse du fluide. Si u, > v, , ——2 accélere la particule, Si u, <v_,

T
P

u -v . . . S u - v
~—2F ralentie la particule, jusqu'a atteindre u, = v , et dans ce cas ———2= est nul.

T
Tp P

Les gouttes d'huile ne sont généralement pas assimilables a des spheres. De méme, 1'écart
entre la densité de 1'eau et celle de I'huile n'est pas grand. Mais en l'absence d'alternative
valable, nous allons retenir ces hypotheses. Il est souhaitable que I'impact réel de ces choix

soit évalué dans une étude ultérieure.
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3.3 INTRODUCTION DE LA DISPERSION TURBULENTE DANS L'EQUATION
D'EVOLUTION DE LA VITESSE D'UNE PARTICULE D'HUILE DANS UN
ECOULEMENT DIPHASIQUE
Dans le cas d'un écoulement turbulent les équations de Navier-Stokes sont résolues pour
les variables moyenne U,, P, et des caractéristiques de la turbulence (k, €). L'équation de
conservation de la masse d'huile peut étre ajustée en ajoutant un terme de dispersion
turbulente. La prise en compte de l'effet de la turbulence dans le modele lagrangien est plus
délicate. En effet, celui-ci ( voir €q. 3.2.5 ) dépend explicitement des vitesses instantanées.

Il est alors nécessaire d'introduire des techniques stochastiques afin de recréer un champ de

vitesse instantanée u, car on ne connait alors que la vitesse moyenne U..

En mécanique des fluides, 1'équation exacte d'évolution instantanée d'une particule est

donnée par Navier-Stokes écrite ici en formulation lagrangienne :

du 1
- - —Vp, + vAu,

e

En décomposant la pression instantanée en partie moyenne et fluctuante et en négligeant le
terme visqueux moyen pour les grand nombre de Reynolds, on a la forme équivalente :
du 1 1

—* - - —VP - —VP, « VAU,
dt P. P.
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ol P, et U, sont respectivement les parties fluctuantes du gradient de pression et du terme

visqueux.

Dans I'équation exacte, on remplace la partie fluctuante des forces, soit le gradient de
pression fluctuant et le terme visqueux, par un modele. Les modeles utilisés actuellement

sont des modeles stochastiques. Ils s'écrivent de fagon générale comme :

du - - Lvpdt-Ddt.Bdw

Py

ol D est le coefficient de dérive et B le coefficient de diffusion. W est un vecteur constitué
de deux processus de Wiener indépendants et dW représente un bruit blanc gaussien

vectoriel. La version Ia plus simple fait intervenir un terme de retour vers 'équilibre avec un

temps caractéristique, soit [28] :
u -U
due = - —VPedt - ';f—edt + C0<e>dW (331)

L - 2 =k> (3.3.2)
C <e>

ou C,, <k>, <e> et P, sont respectivement une constante physique, 1'énergie cinétique
moyenne, le taux de dissipation moyen de I'énergie cinétique et la pression moyenne du

fluide. Toutes ces quantités ( sauf C; ) sont des sous-produits du modele de turbulence
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utilis€. Il est a noter que c'est le terme al€atoire ,/C, <e>dW qui recrée les fluctuations de

la vitesse au travers d'un processus de Wiener [1,2].

Il est possible, sous I'hypothese TL << 7, de calculer directement la vitesse u_ du fluide.
Cette hypothese implique que dans un temps de I'ordre de t, u, aura beaucoup fluctu€ et en
quelque sorte aura atteint I'équilibre, on suppose que u, a atteint I'équilibre on écrit alors

directement que

du -0 (3.3.3)

ce qui implique la relation suivante

wdt - Udt - LVP dtTL « TL,/C,<e>dW (3.3.4)

Pu
ou le bruit blanc dW est exprimé par 1'incrément d'un processus de Wiener W(t). Dans notre
cas l'incrément dW(t) peut étre vu comme un vecteur a deux composantes, celles-ci sont des

variables aléatoires gaussiennes N(0,1), [4].
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3.4 COALESCENCE DES PARTICULES D'HUILE

La coalescence de particules parmi un ensemble de particules durant un intervalle de
temps [0,t] est considérée comme un processus de Poisson [5]. Dans ce cas, la probabilité

d'avoir la coalescence de k paires de particules durant [0,t] est donné par la loi de Poisson :

P, [0]) - e

En effet si I'on divise l'intervalle [0,t] en sous-intervalles de temps At, tres petits, tels que

(1) durant cet intervalle la probabilité d'avoir la coalescence de deux paires de

particules ou plus est O alors la coalescence sur cet intervalle est un processus de

Bernoulli.

(i1) dans chaque intervalle At on a un processus de Bernoulli dont la probabilité

d'avoir la coalescence d'une paire de particules est AAt.

(1i1) les processus dans chaque intervalle sont indépendants

alors la distribution du nombre k de paires de particules qui fusionnent par coalescence

durant [0,t] est une loi binomiale de parametres n =t/ At et p = AAt. Si l'on fait tendre At
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vers 0 alors on obtient

(A"
k!

e—lt

lim P(k,[0,]) = lim ( n) (AE(1 - Aty -
At~0 At~0 k

ce qui correspond bien a la distribution de probabilité d'un processus de Poisson. Dans ce

processus, le parametre A représente le nombre moyen de paires de particules qui fusionnent

durant une unité de temps. Afin de déterminer ce parameétre on utilise les équations

suivantes tirées d'un modele d'interaction entre particules [5] :

A=1/1,
T, =T/ (cy N)
t=k/e€

ol T est un temps de référence, c, une constante empirique (en général 2), N le nombre de

particules, k 1'énergie cinétique et € le taux de variation de I'énergie cinétique.

Par conséquent, la probabilité de coalescence d'une paire de particules durant un intervalle
de temps At est A At c'est-a-dire ¢, At N/ t. Comme le nombre N de particules du modéle
lagrangien n'est pas représentatif, on utilise la fraction volumique d'huile ¢, afin de calculer
un nombre de particules représentatif de la situatioh. En supposant que le nombre

maximum de particules du modéle lagrangien est 2000 et en considérant le diametre des
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particules constant, on peut approximer N par la relation suivante :

¢, = volume huile / volume total = N /2000

De cette fagon, la probabilité devient ¢, At 2000 ¢, / . Finalement, en posant ¢ = 2000 Cy /
T on obtient ¢ At ¢,. Il est a noter que la présence de valeurs indéterminées dans c (soient c,
et T) nous a amené a considérer c comme un parametre pour ajuster le modele afin de
reproduire correctement les résultats expérimentaux. Nous verrons au chapitre 6 que les

expériences réalisées avec ¢ = 2 fusions/sec donnent des résultats acceptables.

A partir de cette probabilité, on utilise un algorithme, appliqué successivement 4 chaque
point x du domaine, afin de simuler la coalescence via 1'évolution du diametre des

particules. L'algorithme inspiré de [5] est le suivant :

1)  Calcul de la probabilité ¢ At ¢, de coalescence d'une paire de particules parmi un

ensemble durant un intervalle de temps donné At

2)  Calcul d'un nombre aléatoire uniforme entre O et 1 a 'aide d'une simulation de

Monte Carlo



3) A partir du nombre aléatoire on décide s'il y a eu coalescence d'une paire de
particules durant le temps donné. En bref, il y a coalescence si, et
seulement si, le nombre aléatoire obtenu est inférieur a la probabilité de

coalescence

4)  S'ly acoalescence d'une paire de particules, on choisit aléatoirement deux
particules au voisinage de x et on décide que ce sont ces deux particules qui ont

coalescé ensemble.

3
Td; ot ]a deuxidme

6
3
particule de diamétre d, a un volume de ™ d, , le volume totale de la nouvelle

6
1 T 3 3 3 1 e 3
particule est < (d1 + d, ) correspondant a un diametre de */ dls +_d23'

Remarque: Si la premiére particule de diameétre d, a un volume de

36
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CHAPITRE 4

MODELE EULERIEN-LAGRANGIEN POUR UN ECOULEMENT DIPHASIQUE
HUILE-EAU AVEC PRISE EN COMPTE DE LA COALESCENCE

Dans cette section, on présente un modele original eulérien-lagrangien d'écoulement
diphasique d'une émulsion huile-eau. Celui-ci est constitué d'un modele de base eulérien
couplé a un modele lagrangien de transport et de coalescence des particules d'huiles. L'ajout
du modeéle lagrangien permet au modele eulérien de prendre en considération le phénoméne
de coalescence. On détaille la mise en oeuvre du modele de coalescence des particules. 1l
est a noter que les modeles eulérien et lagrangien que I'on utilise sont détaillés
respectivement au chapitre 2 et 3. Dans un premier temps, on montre comment I'ajout du

modele lagrangien permet au modele eulérien de considérer le phénoméne de coalescence.

4.1 PRISE EN COMPTE DE LA COALESCENCE DANS LE MODELE EULERIEN
VIA LE MODELE LAGRANGIEN

Les modeles eulériens en 2.1 et 2.2 simulent un écoulement diphasique mais ne tiennent
pas compte de la coalescence des particules de la phase huile. Or, le diametre d, des

particules, utilisé dans le modele eulérien, est fortement influencé par la coalescence. Par
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conséquent, on utilise un modele lagrangien afin d'introduire ce phénomeéne.

L'idée de base du modele lagrangien est de considérer la phase huile comme une
collection de particules. Dans ce contexte, I'évolution de la phase huile s'effectue via
I'évolution de chaque particule qui la compose. Le modele de transport et coalescence des
particules décrit dans le chapitre 3 est utilisé pour représenter I'évolution de I'ensemble des
particules d'huile. De cette fagon, on obtient I'évolution du champ de diametre D(x,t) de

celles-ci, tout en tenant compte de la coalescence.

En effet, le champ de diametre D(x,t) des particules est obtenu indirectement par la
distribution de celles-ci dans le domaine. Le fait de connaitre la distribution des particules
permet également de connaitre la distribution de chacune des caractéristiques des particules,

en particulier le diamétre.

Ensuite, on calcule un champ de distribution de probabilité de D(x,t) associé a une grille
découpant le domaine en plusieurs cases. Ce champ représente la répartition du diametre

des particules dans chaque case de la grille a un temps donné.

Le modele eulérien nécessite un diameétre de particules d, en un ensemble de points du
domaine (équation 2.2.5) afin d'évaluer la vitesse locale de I'huile. En chaque point x du

modele eulérien, on utilise, comme valeur d,, le diametre moyen de Ia distribution de
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probabilité associé a la case contenant x, soit le premier moment de D(x,t). Ainsi, le modele
eulérien consideére la coalescence puisque dans le modele lagrangien, modele qui fournit la
distribution de diametre au modele eulérien, I'algorithme de coalescence ajuste la

distribution du diametre D(x,t) et par conséquent le diameétre moyen.

Notons qu'il est important de considérer le diametre des particules non pas comme une
constante mais comme un champ scalaire D(X,t) puisque la coalescence implique des

particules de tailles différentes.

Remarquons que le modele eulérien et le modele lagrangien résolvent tous les deux
I'évolution de la phase huile. Toutefois, le premier représente I'évolution de la phase huile
sous forme d'une répartition de la fraction volumique de I'huile alors que le deuxi¢me
représente 1'évolution de la phase huile sous forme d'un mouvement de particules. 1l est
important de résoudre 1'évolution de la phase huile par le modele lagrangien car celui-ci

fournit au modele eulérien le champ D(x,t) du diameétre qui tient compte de la coalescence.

Dans cette approche, on peut s'attendre a des problémes de performance numérique due
au fait que 1'on résout deux fois 1'évolution de la phase huile. Cependant, le modele
lagrangien ne vise que le calcul de la distribution de diametre et peut-€tre résolu sur une

grille relativement grossiére a peu de frais.
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42 MODELE EULERIEN-LAGRANGIEN

Le modéle eulérien-lagrangien complet est obtenu en combinant le modele eulérien
(section 2.2) avec le modele lagrangien (chap 3) pour tenir compte de la coalescence des
particules d'huile. L'échange d'information entre les modeles se fait de 1'eulérien vers le
lagrangien pour U,, ¢,, k et € et du lagrangien vers I'eulérien pour le champ de diametre des

particules. La partie eulérienne est donnée par les équations suivantes :

vV-U_-0 “4.2.1)
U,
Pe( rval UeVUe) - pAu, + V'R + Vp_- f (4.2.2)
¢
2. V-(p,u) -0 (4.2.3)
ot
V,(, - P)E - %pe C,A u uj -0 (4.2.4)

+ modele de turbulence pour obtenir R, k et €

On ajoute le modele lagrangien pour 1'évolution de la phase huile sous forme d'un ensemble

de particules de maniere a obtenir le champ de diamétre des particules de la phase huile.
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dX
o v, 4.2.5)
dv u -v P, - P
P e P h e
. + g (4.2.6)
dt B ( Py J
4d
. Py (4.2.7)

» 3p,Cylly, - v, |

P

1 u - U
du, - - —VP.dt - = dt + ,/C,<e>dW (4.2.8)
Py
1 - 2 k> (4.2.9)
C <e>

+ modele de coalescence (voir section 3.4)

1l est a noter que le modele de coalescence influence le diameétre des particules. En utilisant
le champ de distribution du diameétre au travers de I'équation 4.2.4 via la moyenne (voir

section 4.1), le modele eulérien tiendra compte de la coalescence.

Remarque: si TL << 1, on peut simplifier la partie lagrangienne du modele. (voir 3.3.3 -

3.3.4)
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4.3 MISE EN OEUVRE DU MODELE DE COALESCENCE DES PARTICULES
D'HUILE

Soit D(x,t) le champ de diametre des particules d'huile présentes dans le mélange
diphasique huile-eau. A partir d'une grille rectangulaire découpant le domaine en plusieurs
sections, on génére des échantillons initiaux de particules, selon une loi de probabilité
appropriée, dans chacune des sections de la grille par une simulation de Monte Carlo. Les
échantillons constituent des groupes de particules stochastiques, c'est-a-dire que ces
particules ne sont pas des particules physiques mais elles représentent statistiquement des
ensembles de particules réelles. 1l est a noter que les échantillons ne sont pas représentatifs
de la fraction volumique d'huile, cependant ils le sont en ce qui concerne la distribution

D(x,t) du diametre.
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On utilise ensuite le modele lagrangien pour le transport (4.2.5) , la coalescence (3.4) et
la mise a jour de la vitesse (4.2.6 - 4.2.8) des particules d'huile afin de modéliser 1'évolution
du champ de diamétre D(x,t) des particules d'huile via I'évolution des particules elles-
mémes. Le modele d'évolution de D(x,t) consiste donc, dans un premier temps, a
transporter chaque particule d'huile selon sa vitesse et a recalculer sa vitesse. Ensuite, dans
chaque case de la grille, on fusionne deux particules d'huile, choisies aléatoirement, si la
probabilité de coalescence d'une paire de particules dans cette case durant l'intervalle de
temps utilisé est suffisament grande. De cette facon, la distribution D(x,t) est directement
modifi€ par la coalescence puisque la fusion des particules réduit le nombre de celles-ci et
augmente le premier moment de D(x,t), soit le diametre moyen. Ensuite, le nouveau champ
de distribution de probabilité du diametre D(x,t) est calculé en se basant sur la répartition

du diametre D(x,t) des particules dans chaque section de la grille.

Par la suite, on tient compte de I'effet macroscopique du transport des particules d'huile
et leur coalescence sur 'écoulement diphasique en utilisant la moyenne de la distribution du
diametre des particules d'huile stochastiques dans une section de la grille comme diametre

d, requis dans le modele eulérien (équation 4.2.4).
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CHAPITRE 5

RESOLUTION NUMERIQUE DU MODELE EULERIEN-LAGRANGIEN SIMPLIFIE

Dans cette section, on aborde la résolution numérique du modele eulérien-lagrangien
simplifié (section 4.2). Dans un premier temps, on parle de la résolution de la partie
eulérienne du modele pour 1'évolution des phases de I'émulsion. Par la suite, on traite de la
partie lagrangienne du modele qui permet de décrire 1'€volution de la phase huile sous une
autre forme que la partie eulérienne tout en incluant la coalescence. Enfin, on précise les

étapes de la résolution compléte du modele eulérien-lagrangien.

5.1 MODELE EULERIEN D'EVOLUTION DE LA PHASE EAU

Comme on I'a vu dans le chapitre 2, I'évolution de la phase eau est décrite par les

équations de Navier-Stokes suivantes :

VU -0 (5.1.1)
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oU
"°( ol UNU:] - BAu, VR - Vp, - f (5.1.2)

+ modele de turbulence

Pour la résolution de ce systéme d'équations, on peut utiliser plusieurs méthodes classiques
afin d'obtenir la vitesse et la pression de la phase eau. Ce qui importe, c'est d'une part, la
possibilité d'obtenir, en un point quelconque les valeurs U, et ¢, nécessaires au
fonctionnement du second modele, et d'autre part, de supporter un champ scalaire du
diametre des particules d'huile. Notons que I'on suppose 1'écoulement turbulent, on résout
donc pour les variables moyennes U,, ¢,, <k> et <e>. Les 2 derniéres quantités provenant

d'un modele de turbulence.

5.2 MODELE EULERIEN D'EVOLUTION DE LA PHASE HUILE

La modélisation de I'évolution de la phase huile du mélange se fait a I'aide de 1'équation
de convection de la fraction volumique d'huile ¢,. Elle traduit le principe de conservation

de la masse d'huile :

¢,
at

. Ve(p,n) - 0 (5.2.1)
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La solution de cette équation donne la fonction ¢, (x,y,t) qui représente la fraction

volumique d'huile en tout point du domaine en fonction du temps.

Pour résoudre cette équation on utilise la méthode suivante inspirée de [23] :

. Discrétisation temporelle de '€quation par la méthode des différences finies

. Discrétisation spatiale de 'équation par la méthode des volumes finis

La méthode des différences finies consiste a approximer les dérivées par des formules aux
différences. Il existe plusieurs formules d'approximation de la dérivée et nous allons utiliser

la formule aux différences arriéres suivante :

df(t-At) _ f(t-At) - f(1) (5.2.2)
dt At -

i ) . ) . ) a n+]1 n:+1 _ n
Donc la discrétisation temporelle de 1'équation consiste a approximer :: par i n L
t

La méthode des volumes finis consiste a :

» Partitionner le domaine en volumes finis

» Reformuler le probléme continu sous forme d'un bilan volumique sur les volumes
finis



¢ Résoudre le probléme

pa

Etape 1: Partition du domaine

On divise le domaine a 1'aide d'une triangulation. La triangulation est une partition du

domaine en plusieurs triangles T, a priori tous différents.

s2

Figure 12 : Triangulation du domaine Figure 13 : Triangle de la triangulation

Sur un triangle T, de la triangulation on suppose que la fraction volumique d'huile est

constante.

Etape 2: Formulation variationnelle

On intégre 1'équation de convection sur chaque triangle du domaine 2 en utilisant

47
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implicitement les fonctions caractéristiques des triangles comme fonction teste.

ob,
f p dT, - [ V-($guy) dT, - 0 (5.2.3)

T.

En utilisant la formule de Stokes
ff-n ds - fV-de (5.2.4)
8o o

I'équation s'écrit sous une forme qui permet d'intégrer les conditions limites

3,
ot

/

dT, - f (¢ uy)-m dT, - 0 (5.2.5)

Cette équation peut &tre vue comme une formulation variationnelle de 1'équation de
convection ou les fonctions tests sont les fonctions caractéristiques des triangles. La

discrétisation de cette équation selon un schéma d'Euler donne

d)T'n»l _ d)T'n
f — dT, + f (¢,™'uy")n dT, - 0 (5.2.6)
T, aT;
IT| &' - |T] " + At ¢T.n*1f u.™n dT; - 0 (5.2.7)

3T,

ou le terme ¢’ f u,*-n dT, est donné par la somme des flux convectifs sur chaque aréte
i i

oT,
i
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du triangle T,. Le flux convectif sur une aréte ij commune aux triangles i et j est donné par

f ¢u,-n ds - Lij(uij-n)[a..¢Ti < (1 - o) (5.2.8)

ij
ij

1 si (u~n)h. >0,

ou L. est la longueur de l'aréte et o. =
Y & i 0 autrement ,

Comme il y a nt triangles dans la triangulation, on obtient un syst¢me linéaire de nt

équations a nt inconnues (¢$,™') a résoudre. Il est a noter que 'on doit calculer la vitesse U,

de la phase huile puisque celle-ci intervient directement dans le systéme d'équations. On

utilise le modele suivant [22] présenté dans le chapitre 2 afin de calculer cette vitesse
U,=U.+U,

1
V., - P)E - 5P C,A, U JU]| -0

Les particules sont assimilables a des spheres de rayon r, par conséquent on obtient

3

2p, -p) A g
—— 2(p,-p,)V,8 . hoTel 3 . 8(p,-p)rg
' cd peAh Cd pe nr z 3 cd pe
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5.3 MODELE LAGRANGIEN D'EVOLUTION DE LA PHASE HUILE
(COLLECTION DE PARTICULES D'HUILE)

Les équations du mouvement des particules constituant la phase huile ont été discutées

au chapitre 2 et sont données par :

dx
X 5.3.1
at 31
d _ —
Yo I “+[“ pe)g (5.3.2)
dt T, P,
1 u - U
du - - Lvpdt “c Tegt. [C<e>dw (5.3.3)
P,

Pour la résolution de ces équations, on utilise deux méthodes de résolution. Pour la
premiere et la derniére équation on utilise un schéma d'Euler alors que pour la deuxiéme on
se sert d'une solution analytique. La discrétisation des équations 5.3.1 et 5.3.3 selon le

schéma d'Euler donne :

X™ . X" . v At (5.3.4)

(5.3.5)
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Pour ce qui est de 1'équation 5.3.2 on 1'écrit sous la forme :

—r. e | Telyg (5.3.6)

On suppose que u, et T, sont constants sur l'intervalle de temps [ t", t**' ]. Par conséquent

I'équation 5.3.6 s'écrit, sur ce méme intervalle, sous la forme :

P _av .b (5.3.7)

a--1L (5.3.8)

T

P
bote | PPy, (5.3.9)

T, Py

Dans ce cas, la solution analytique de 1'équation 5.3.7 est :

v - Xel o b (5.3.10)

a

ou K est une constante donnée par les conditions initiales. Pour trouver la valeur de K, on

utilise la vitesse connue v," a t" considéré comme le temps initial. On obtient alors la
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relation suivante :

vr.EK-b (5.3.11)

Par conséquent, on obtient la vitesse v: !, 4 un intervalle At du temps initial, par:

aAt
yri Re - b (5.3.12)

Le systeme d'équations ( 5.3.4, 5.3.5 et 5.3.12 ) transporte et met a jour la vitesse des
particules d'huile dans I'écoulement diphasique. Une fois le transport des particules d'huile
effectué on met en oeuvre le modele de coalescence dicté par 1'algorithme détaillé au

chapitre 3.
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5.4 RESOLUTION GLOBALE DU MODELE

La résolution du modele eulérien-lagrangien simplifi€ se fait par les étapes suivantes :

1)

2)

3)

4)

)

On associe une triangulation (pour le modele eulérien) et une grille (pour le

modele lagrangien) au domaine

Sur la grille on représente 'ensemble des gouttelettes initiales de la phase huile par
un échantillon de gouttelettes déterminé a 1'aide d'une méthode de Monte Carlo.
Sur la triangulation, on représente la phase initiale d'huile par un champ scalaire de

fraction volumique d'huile sur les triangles.

On calcule le diamétre moyen de 1'échantillon des gouttelettes d'huile dans

chacune des cases de la grille. (lagrangien)

On calcule la vitesse moyenne du fluide (U,) par la résolution des équations de

Navier-Stokes. (eulérien)

On utilise le diamétre moyen des gouttelettes et la vitesse moyenne du fluide pour

calculer la vitesse moyenne de 1'huile. (eulérien)
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6)  On résout 1'équation de convection de la fraction volumique d'huile en utilisant la

vitesse moyenne de 1'huile que I'on vient de calculer. (eulérien)

7)  On fait évoluer I'ensemble des gouttelettes de 'échantillon par le modéle

lagrangien (nouvelle position et vitesse). Cela revient a transporter D(x,t).

8)  On utilise l'algorithme de coalescence des particules d'huile afin de simuler ce
phénomene. L'algorithme ajuste D(x,t) pour que celui-ci considere la coalescence

(lagrangien)

9)  On retourne a I'étape 3.

$n, U, <k> , <e> 1 }
Mod¢le Modele ?
eulérien D(x.) lagrangien !
( triangulation ) L ’ (grille) |

|

]

Figure 14 : Lien entre le mode¢le eulérien et le modéle lagrangien

Le modeéle lagrangien résout le mouvement des particules et en tire une distribution de
diametre D(x,t) qui est introduite dans le modele eulérien qui & son tour résout I'écoulement

donnant la distribution de la fraction volumique de I'huile ¢,(x,t).
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CHAPITRE 6

EXPERIMENTATION NUMERIQUE

Ce chapitre est dédié a I'expérimentation numérique du modele eulérien-lagrangien. On
utilise le modele pour simuler des expériences physiques afin de vérifier son efficacité.
Dans un premier temps, on détaille les expériences réalisées (section 6.1). Ensuite, on
expose le modele de turbulence utilisé (section 6.2), puis on présente les résulats obtenus
(section 6.3). Finalement, on discute les résultats numériques obtenus dans les expériences

(section 6.4).

6.1 DESCRIPTION DES EXPERIENCES

Les expériences numériques consistent a simuler le comportement d'une émulsion huile-
eau a l'intérieur d'une bouteille et d'un canal horizontal via le modele eulérien-lagrangien de
séparation qui tient compte de la coalescence des particules d'huile. 1l est a noter que
I'écoulement de 1'eau est en régime établi et que le caractere transitoire du phénomene de la

séparation vient de I'apport initial d'huile.
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La premiere expérience consiste a produire un mélange huile-eau réparti uniformément

dans une bouteille de verre et d'observer son évolution sous l'action de la gravité.

Pour y arriver, on remplit une bouteille en verre avec de 1'eau et on y injecte une certaine

quantité d'huile. Par la suite, on 'agite afin d'obtenir une répartition initiale uniforme de

I'huile. Ensuite, on laisse le mélange évoluer uniquement sous l'action de la gravité.

L'évolution du mélange se caractérise alors par une dissociation des phases d'huile et d'eau

du mélange causée par une différence de densité. Cette expérience constitue le cas le plus

simple d'un séparateur gravitationnel huile-eau. Notons cependant qu'il n'est pas possible

d'éliminer complétement la convection issue du brassage.

« contenant
d'huile

OOOODO OOO
O° 0O° O°
OOOODO OOO
O° O° 0O°
huile-eau

Q00000000
O° 0° 0O°

bouteille de verre

caméra

huile N

caméra

bouteille de verre

Figure 15 : Répartition initiale uniforme

d'huile dans la bouteille de verre

Figure 16 : Répartition finale d'huile
dans la bouteille de verre
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A des fins comparatives, les données initiales de simulations numériques, soit la répartition
de la fraction volumique d'huile et la répartition du diametre des bulles, sont choisies a
partir de données obtenues lors d'une expérience semblable réalisée par le GRIPS [30]. Les

données initiales de simulations numériques correspondantes aux données expérimentales

sont :
. fraction volumique initiale d'huile ¢, de 0.36 partout de fagon a avoir une quantité
d'huile proche de l'expérience physique
. répartion uniforme du diameétre selon le graphique suivant (distribution initiale du

diametre dans l'expérience physique)

Répartition initiale du diamétre

P
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W W
o o
L |

N
(4]
|

-
wn
|

Nombre de bulles { % )
‘—f“ S
|

(4]
!

o

I I I T T T
0,05 0,15 0,25 0,35 045 0,55 0,65 0,75

Diamétre des bulles (cm )

Les conditions frontieres utilisées sont de type Dirichlet ( ¢, = 0 ) sur les parois sud, est et

ouest de la bouteille. En ce qui concerne la paroi nord on utilise une condition de Neumann
ad)h . . . . f} -

( — = 0 ). Comme la paroi nord est une sortie libre, on perd une quantité d'huile. Pour la
on

récupérer on effectue une pondération sur la fraction volumique d'huile prés de la paroi de

sortie afin d'avoir la méme quantité d'huile que celle initiale.
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6.1.2 SEPARATION D'UNE EMULSION DANS UN CANAL HORIZONTAL

Cette seconde expérience consiste a observer I'écoulement d'une quantité d'huile qui est
injectée a l'intérieur d'un canal horizontal dans lequel passe de I'eau. L'huile est injectée
selon une distribution initiale du diametre des particules et de sa fraction volumique.
Ensuite, on cesse 1'apport d'huile afin d'observer 1'évacuation de J'huile dans le canal.On

utilise un profil de vitesse parabolique pour l'eau (voir figure 17).

Entrée du Sortie du
mélange mélange
>

Figure 17 : Canal horizontal (distribution initiale)

Il est a noter que 1'évolution du mélange huile-eau ne se fait pas uniquement par la force
gravitationnelle comme c'est le cas de 1'expérience de la bouteille. En effet, dans ce cas-ci le
mélange évolue également en fonction du champ de vitesse parabolique du fluide porteur

(eau).

Contrairement a la premiére expérience, il n'y a pas de comparaison avec les résultats d'une

expérience physique similaire. Cette expérience a pour seul but de vérifier le comportement
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du modele lorsqu'il y a convection du fluide, dans notre cas l'eau. Par conséquent, les
données initiales requises pour une simulation numérique sont choisies arbitrairement. On
utilise donc les mémes données initiales de simulations numériques que pour la premiere
expérience, soit une répartition de la fraction volumique d'huile constante a 0.36 et la

distribution du diamétre telle qu'illustrée en 6.1.1.

Les conditions frontiéres utilisées sont de type Dirichlet ( ¢, = 0 ) sur les parois nord, sud et

ouest de la bouteille. En ce qui concerne la paroi est on utilise une condition de Neumann

o,

=-0).
on )

6.2 MODELE DE TURBULENCE

Le mod¢le eulérien-lagrangien complet (chap. 4) nécessite un modele de turbulence. En

effet, pour résoudre 1'équation suivante :

1 g - U,
d“e = - —VPedt - Tdt + Co<e>dW (6.2.1)

Py
il est essentiel d'utiliser un modele de turbulence qui fournit les quantités TL, C,, <e> et P..
Toutefois, I'€laboration d'un modéle précis de turbulence n'est pas notre priorité, par

conséquent on utilisera une relation simple afin de modéliser la turbulence.
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I.'idée est de modifier I'équation 6.2.1 et d'utiliser un modele simple de turbulence. Le
modele choisit a I'avantage d'introduire un seul parameétre li€ a la turbulence. Il permettra de
caractériser facilement I'impact du niveau de turbulence sur la séparation et la coalescence.
Dans un premier temps, I'équation 6.2.1 peut étre simplifiée, sous I'hypothése TL << T, (

voir section 3.3 ), par :

udt- U dt - LVPGtTL + TL,/C,<e>dW (6.2.2)
Py
Par la suite, on néglige I'effet des fluctuations de pression dans la reconstruction du champ
instantané u, et on utilise un mode¢le de turbulence implicitement défini par la relation
TL /C,<e> - a1 OU  est un parametre qui caractérise l'effet de la turbulence. Cette
relation, cohérente avec I'hypothese TL << =, modélise la turbulence et permet d'obtenir

I'équation 6.2.1 sous la forme :

u dt - U dt+ ar dW (6.2.3)

Le parametre o étant relié au niveau de turbulence. Par conséquent, il offre la possibilité
d'étudier l'effet de la turbulence sur la coalescence, et plus généralement sur la séparation,
via un seul parametre. C'est 'équation 6.2.3 que l'on utilisera lors des simulations
numériques plutdt que 6.2.1. Il est a noter que ceci revient a approximer la vitesse du fluide

par une fluctuation (dispersion turbulente) de sa valeur moyenne.
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Il est pertinent de noter que dans 1'état actuel des connaissances il existe plusieurs modéles
mathématiques pour décrire la turbulence, et nécessairement, certains sont plus
représentatifs que d'autres dans une situation donnée. Le modele utilisé dans notre étude n'a

pas d'autres prétentions que de servir d'illustration.

6.3 RESULTATS DES EXPERIENCES

6.3.1 EXPERIENCE DE LA BOUTEILLE

La résolution du modele eulérien-lagrangien simplifié fournit I'évolution de la fraction
volumique d'huile. A 'aide de cette donnée et de la distribution du diamétre des bulles
d'huiles on a la répartition d'huile dans la bouteille. L'expérience de la bouteille donne les

résultats suivants :
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5 secondes 15s ondes 25 secondes

Figure 18 : Evolution de la distribution d'huile
dans la bouteille (réalité vs modele)

Dans cette expérience, on a injecté progressivement de I'huile, a un taux de 7.2 litres/min ,
jusqu'a obtenir 16.8 litres d'huile. Cette figure compare 1'évolution de la distribution d'huile
a l'intérieur de la bouteille obtenue a I'aide du modele eulérien-lagrangien (bas de la figure
18) avec ceux obtenus par une expérimentation physique (haut de la figure 18) réalisée par
le GRIPS [30]. Le modele eulérien fournit la distribution de la fraction volumique dans la

bouteille.

La distribution du diametre des particules est utilisée pour représenter la phase huile
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avec des bulles de taille appropriée dans la figure 18. C'est la partie lagrangienne du modéle

qui fournit cette distribution. La distribution du diameétre obtenue est :

Distribution du diamétre Distribution du diameétre
( Résultats expérimentaux ) (Résultats du modele )
0,5 0.4 T Ceaond
Légende 0.35 / N\ gende
LY 0 sec = f oo 0 sec
0,4 e 05 / -
%\ —.— 15 sec -*~ 19 so0
0.3 | % —3— 19sec 0,25 4~ ) 25 soc
25 sec 02

(=)
o -_\
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Pourcentage des bulles (%)
Pourcentage des bulles (%)

0,05 —
0 [ B — 0 e, o
0,05 0,15 0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75 0,05 0,15 0,25 0,35 0,45 0,55 0,65 0,75
Diamétre des bulles (cm) Diamétre des bulles (cm)

Figure 19 : Evolution de la distribution du diamétre des bulles d'huile dans le haut de la
bouteille ( expérimentales et estimées par le modele )

La figure 19 compare la distribution du diametre des particules,se trouvant dans le haut de
la bouteille, fournie par le modele lagrangien avec celle obtenue par l'expériences physiques

réalisées par le GRIPS.
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6.3.2 EXPERIENCE DU CANAL

Pour les besoins de notre travail, nous avons réalisé une seconde expérience, celle du
canal. Celle-ci permet de vérifier le comportement du modele lorsqu'il y a convection du
fluide, ce qui n'est pas le cas dans la premiére expérience. Le modele eulérien-lagrangien

nous a donné 1'évolution suivante de 1'huile dans le canal :
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Figure 20 : Evolution de la distribution d'huile dans le canal (& = 0)

Cette figure illustre le comportement d'une quantité d'huile injectée dans un écoulement
d'eau passant dans un canal. L'huile est injectée selon une distribution initiale du diameétre et

de la fraction volumique et 1'apport d'huile a cessé instantanément pour ensuite voir



comment la phase huile présente dans le canal s'est évacuée. La taille des cercles

représentant la taille des bulles est obtenue par la distribution du diametre D(x,t), via la
partie lagrangienne. En ce qui concerne la densité des cercles, elle est fournit par la fraction

volumique d'huile, via la partie eulérienne.

De plus, afin d'étudier l'effet de o, paramétre présent dans le modele simple de turbulence,

sur I'écoulement, on a effectué cette expérience pour diverses valeurs de o (0, 0.001, 0.01,

0.1). On a obtenu les résultats suivants :

0 secondes

005 secondes
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Figure 21 : Evolution de la distribution
d'huile dans le canal (a = 0)

A

v 7 4 " g
0 secondes

0.05 secoqdes

0.1 seqqr_ldés

0.15 seqoﬁdes

T

0.2 secondes

0.25 secondes

|

Figure 23 : Evolution de la distribution
d'huile dans le canal (e = 0.01)
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Figure 22 : Evolution de la distribution

d'huile dans le canal (o = 0.001)
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Figure 24 : Evolution de la distribution

d'huile dans le canal (e =0.1)




Les 4 figures ci-haut illustrent 1'écoulement avec diverses valeurs de a. On observe que
I'évolution de la masse d'huile dans le canal est influencée par la turbulence, via le

parametre o. La figure suivante montre cette influence

Evolution de 1a masse d'huile

en fonction de «

- i
B

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
Temps (sec)

valeur de o

0 0,001 0,01
N\ 0,1 Il 1 1 10

Figure 25 : Evolution de la masse d'huile 2 l'intérieur du canal pour divers «

On observe facilement que 1'évolution de la masse d'huile dans le canal est influencée de
maniére significative par la turbulence. L'interprétation de cette figure, et de tous les autres

résultats, est le but de la section suivante.
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6.4 INTERPRETATION DES RESULTATS

Le but des expériences, en particulier celle de la bouteille, est de vérifier dans quel
mesure le modéle eulérien-lagrangien reproduit fidélement des situations réelles. A partir
des résultats que I'on a obtenus, on voit que le modele reproduit assez bien les situations
réelles que 1'on a étudiées. En effet, I'€volution de la répartition d'huile a l'intérieur de la
bouteille donnée par le modele reproduit bien ce qui se passe en réalité (voir figure 19).
Pour ce qui est de la distribution du diametre des particules dans le haut de la bouteille, elle
ne concorde pas tout a fait. Néanmoins, on remarque que les deux graphiques (figure 20)
ont des similitudes. En effet, dans les deux cas on observe que le nombre de petites bulles
diminue avec le temps au profit des plus grosses bulles. Ceci est dii, entre autres, au
phénomene de coalescence qui agglomere les petites bulles pour en former de plus grosses.
On peut expliquer 1'écart entre le modele et les données expérimentales par les facteurs

suivants :

 le calcul des distributions du diameétre basé sur les données expérimentales a été fait
manuellement a partir de photos prises par des caméras

 laprécision des caméras utilisées ne permet pas de détecter les trés petites bulles

» le modele suppose qu'il n'y a pas de convection du fluide (eau). Or, ce n'est pas le cas
puisque dans l'expérience physique on agite la bouteille afin d'obtenir une répartition
initiales uniforme de 1'huile. Cette agitation induit une vitesse initiale non nulle sur le
fluide.
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Toutefois, cet écart est atténué puisque la distribution de diametre est utilisée uniquement
pour le calcul du diameétre moyen et au niveau du diametre moyen les 2 courbes donnent

des valeurs plus proches (voir la figure 27).

Diameétre moyen en fonction du temps
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Figure 26 : Diamétre moyen dans le temps (expérimental vs modele)

Cette figure montre 1'évolution, expérimentale vs modele, du diamétre moyen dans le haut
de la bouteille. On peut expliquer I'écart, entre le diametre moyen expérimental et celui
obtenu par le modele, par les mémes facteurs responsables de la différence entre les

distributions de diameétre.
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En ce qui concerne la simulation du canal, on ne peut pas comparer nos résultats car on
ne posséde aucune donnée sur une expérience de ce genre. Le principal intérét de celle-ci
est de voir si le modele reproduit qualitativement I'évolution d'huile qui convecte dans un
fluide en mouvement. On remarque que les bulles qui sont dans le haut du canal restent plus

longtemps car elles sont moins entrainées par le fluide.

L'effet de la turbulence via le parametre « est montré par l'expérience du canal réalisé
avec diverses valeurs (figures 21-25). On remarque que plus « est élevé, plus les bulles
quittent rapidement le canal. En effet, plus « est grand, c'est-a-dire plus il y a de turbulence,
plus les fluctuations de vitesse des particules sont importantes. Dans ce contexte, la
turbulence permet d'obtenir des fluctuations importantes de vitesse ce qui accélere la sortie
des particules. Finalement, on observe que la turbulence empéche une agglomération
importante de particules sur les parois du canal, en les décollant des parois et en les

remettant en circulation dans le fluide.

11 est pertinent de noter que la turbulence augmente les collisions d'ott on peut améliorer

la représentativité du modele de coalescence en posant ¢ = c(a) (section 3.4).

EE7] BmLIOTHEQUS oo

e AR
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CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce mémoire, un modele eulérien-lagrangien de séparation
d'une émulsion huile-eau, tenant compte de la coalescence des particules d'huile en
suspension dans l'eau. Les résultats d'expérimentations numériques et physiques ont permis
de vérifier l'efficacité du modele a prédire le comportement réel d'un séparateur
gravitationnel. La comparaison entre les résultats expérimentaux et les prédictions obtenues
au moyen de notre modele eulérien-lagrangien de séparation, révele une bonne

concordance.

Les séparateurs gravitationnels huile-eau sont utilisés, entre autres, pour la
décontamination de I'eau polluée par l'huile. I est important de bien séparer I'eau de 1'huile
avant son rejet dans l'environnement. Dans ce contexte, il existe des normes
environnementales de plus en plus séveres. 1l est donc essentiel d'améliorer les modeles de
séparation afin de respecter les normes. On y arrive en partie en considérant la coalescence.
Par conséquent, le modele obtenu pourrait permettre de mieux modéliser le comportement

des séparateurs gravitationnels.
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De plus, notre travail a mis en évidence la possibilité d'introduire la coalescence dans un
modele eulérien, a priori quelconque, par I'ajout d'un modele lagrangien permettant de

considérer ce phénomene.
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ANNEXE 1

EQUATION DE CONVECTION DE LA FRACTION VOLUMIQUE D'HUILE

Soit Q le domaine (voir figure A1.1) et O un volume élémentaire (voir figure A1.2) dans

le domaine. u,, est la vitesse des particules d'huile et g est le champ gravitationnel.

7
S| |G

:
55 _

o L )
Figure A1.1 : Visualisation du Figure A1.2 : Volume élémentaire de
domaine contrble

=]

Dans ce contexte, I'équation de base du modele est obtenue en appliquant le principe de

conservation de la masse.

Ainsi, le bilan de la masse de d'huile dans O est donné par -6% f pdVv
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La masse d'huile évolue dans le temps en fonction de ce qui entre et sort du volume de

contrdle O par convection

. par convection ( déplacement des particules selon u,) le taux de changement de la

masse est donné par : - f pu,-n dy

do

Doncona:
—a~fpdV=—fpu'ndy (D
ot / "
en utilisant la formule de Stokes f f'nds - f V-fdV on obtient :
do o
d
EfpdV-—[V(puh)dV 2)

Le fait que O soit quelconque nous permet d'écrire :

ap

5 V-(pu) - 0 3

qui est I'équation de convection pour la densité d'huile p.

On construit le modele sur la base de la conservation de la masse de d'huile dans un



volume de contrdle O < Q. Dans un volume de contrdle p = p,, ¢,,.

L'équation de convection devient :

o,
ot

+ V.((bhuh) -0

7

Q)]
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ANNEXE 2

INTRODUCTION AUX MODELES STOCHASTIQUES POUR LES FLUIDES

Processus stochastique : processus aléatoire qui dépend du temps. On note x,, X,, ... une
caractéristique du processus mesurée au temps t;, t,, ... Les valeurs x; sont des réalisations
d'une variable aléatoire stochastique X(t). La distribution de probabilité conjointe des

événements (x;, t,) est p(x,, t;; X,, t,; ...) et décrit enticrement le processus.

Soient t,, ty, ... , T;, Ty, ... des temps satisfaisant t; > t, > ... > T, > T, > ... L'équation des

probabilités conditionnelles s'écrit

P(Xps U Xos B3 e 1Y LT Yo 5Tos o) = P(XG, b5 Xos 65 o5 Y145 Ya T3 ) DY T15 Ya 5T )T

Si tous les événements sont indépendants, on a

P(Xp, £)5 X5 G o YT V2 5Tgs o) = PAX, B Xg, £y 000)

d'ou
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P(Xy, 15 Xp, 63 ol Y, T Yo oT05 o00) = H (pX;, t) * p(ys T))

Processus markovien : processus stochastique dont la probabilité conditionnelle est

entierement déterminée par 1'état le plus récent, c'est-a-dire

PXys t5 X, 6 o LY 1,T10 Vo 5To5 o) = P(Xys U5 Xy, G o Ly ),T))

En combinant I'hypotheése de Markov avec 1'équation des probabilités conditionnelles, on

obtient

P(X1s b5 Xos b3 oo Xpoby) = P(Xys b 1 X, ) P(Xa, b I X5 ta)e.op(Xyys by T Xput)e (X, G,)
Un processus markovien est dit continu si

lim f px,t+At| zt) dx - 0
At~0 At

|x-z|>0

uniformément en z, t et At. Cela signifie que la probabilité que la position finale x soit

significativement différente de z tend vers O plus rapidement que At, lorsque At tend vers O.

Notons que la consistance implique que pour tout processus stochastique
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lim p(x,t+At]z1t) - 6(x-2)

At-0

Equation de Chapman-Kolmogorov :

Rappelons que si U B, est l'espace complet et tel que { B, } soit une partition de cet espace

1

ona
Zii P(ANB) - p(tiJ (AnB)) - p(An (LiJ B)) - p(A)
c'est-a-dire
Y p(AnB) - 3 pA | B)p®) - p(A)
Ainsi, on vérifie que pour tout processus stochastique
et = [ PO K, ) dx = [ P, ], )P, ) dx,
et pour une probabilité conditionnelle

POt 1%0) = [ P36 1%, 1) dx, - P0G, 1 1%, 1,3, 1)°p06, b [ %3, 1) dx,



Or si le processus est markovien on a

p(xl>t1 lxzatz;xg;tg) = P(Xptl lxzatz)

doulona

P(X,,t, | %,,t,) = f P(x,,t, | X,,1)p(X,,t, | X,,t,) dx,

qui est I'équation de Chapman-Kolmogorov.

Forme différentielle de I'équation de Chapman-Kolmogorov :

Supposons que pour tout € >0 l'on a

ii1)

lim P&t-AL[Z O o Wx |z 1)
At-0 At

lim f x - z) &%I—ﬁ)—dx = A(z,t) + O(e)

At-0
|x-zf<e

: p(X,t+At ’ z, t) -
m f x - 2 - 2) By Ve dx - B(z,1) + O(e)

|x-z] <e
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avec convergence uniforme. Notons que pour un processus continu, W(x | z,t) est O presque
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partout sauf peut-€tre en un ensemble de points discrets.

Sous les hypotheses i et iii, tous les termes d'ordre supérieur nuls.

Soit f(z) une fonction deux fois continiment différentiable. On s'intéresse a 1'évolution

temporelle de son espérance :

B - [0 p(x,t]y,?) dx

On a

OE(M 1 ff(x)( POt At]y, 1) - pat|y, r)) i
at At-0 At

or de 1'équation de Chapman-Kolmogorov p(x,t+ At |y, 1) - f px.t+At |z t)ep(zt |y, ) dx

on trouve

9% ] 1?’331; [ ff(x)(fp(x,t+At|z, Dept]y, ‘r)dz)dx - [f0p@t ]y, 5 dz

On divise l'intégrale selon x en deux parties : la boucle ouvert | x - zl < €, et le complément |

X - zl > €. Puisque f est deux fois continliment différentiable, on a sur la partie | x - zl < € :
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) - f2) + 3 Qaf(z_z)(xi PIED> %g;fgzz & - 2)(x - 2) + |x - 2" R(x,2)

avec IR(x,z) 1 - Olorsquelx -z 1~ 0.

En remplagant dans 1'équation d'évolution de E(f) et en utilisant les hypothéses i et iii, on

trouve :
JE(D afiz) 1 3*f(z)
i ST 2: A.z,t——+—§ B.(z,t z,tly,1)dz
ot L AEBD T g 4 B e |PEHIYD

[0 [ { (W tIx,9ept.t|y.D) - wist|zDep(at]%.0) dx

ou ]f F(x,z) dx 2 f F(x,z) dx

€e-0
Ix-z}>e

car la fonction w(x,t | z,t) peut tendre vers « lorsque | x - z | = O, (c'est un cas rare, on
remplace f - f . Supposons que le processus est confiné a une région R de I'espace ou
AeC 1(IO{) et B¢ C2(1°{) . Si on intégre par partie, on trouve

aE(f) - [ @ (A(z Dep@t[y,)) + T == (Bz.0p@t|y,7) -

= 2aa

f (W(z,t] x,0)ep(x,t]y,7) - W(X,1] ztep(zt]y,1))dx sz + termes de surface
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]
Si f(z) est une fonction arbitraire, mais non nulle dans R seulement, on doit avoir

optly, ) .y @ . R DL . .
- - E aZi[Ai(z,t) pz,t|y, | ij > aZiaZj[Bij(z,t) pE:t]y,D) ]

f [w(z,t| x,0)epx,t]y,T) - Wx,t|zDep(zt|y,1)]dx

Notons que tous les termes de surface disparaissent car f(z) est nulle sur la surface de R. La
condition initiale est p(z,t [ y,t) = 8(y - 2). Dans le cas d'un processus continu, w(z,t [ x,t) =
0, et 1'équation différentielle de Chapman-Kolmogorov porte alors le nom d'équation de

Fokker-Planck.

Interprétation de 1'équation de Fokker-Planck :

Si w(z,t | x,t) est nul, 'équation différentielle de Chapman-Kolmogorov se réduit a

I'équation de Fokker-Planck :

ap(z,t|y,t) _ _i . + l___aZ B .
T E azi[Ai(Z,t) p@.t|y,")] fjj 5 aziazj[ J(Z:Dp(z,ty,7) ]

qui régit un processus de diffusion. A(z,t) étant le vecteur de convection, et B(z,t) la matrice
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de diffusion. Notons que si B=0, I'équation de Fokker-Planck décrit un processus

déterministe dont la solution est

d_xfl - Alx(),f]  avec X(y,1) - ¥

d

donc pour une condition initiale p(zt|y,1) = 8(y - 2) la solution est

pzt|y,t) - 8z - x(y,t)). L'équation de Fokker-Planck s'appelle alors équation de

Liouville.

Revenons au cas général d'une équation de Fokker-Planck. Si At est petit, les dérivées de A,
et B;; sont petites par rapport a celle de p car initialement p est une fonction de Dirac (i.e. un

pic), 1'équation de Fokker-Planck s'écrit alors

opzt|y, ) pz,t|y,m 1 ’p(z,t | y,7)
Sl AL B O A@y,t) 217 B (y,t) 222172
ot 5,': 09 oz 2 ; 00 0z, 0z,

1

dont la solution est

n 1

-2 3 - - *( (z-y- AG,DAD B, ' (2 - v - Ay, AL) )
p(zt + At|y,t) = 2m) * (detB(y,1)* (AD) * e **

(S

qui est une distribution Gaussienne avec y + A(y,t) At comme moyenne et B(y,t) At comme

matrice de variance. Ainsi, I'équation d'évolution de la position y est :
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y(t + At) = y(© + AF(), At + n(t)y/At (*)

ot <n(t)> = 0, <n(t) n(t)> = B(y.t), A(y(t),t) At est un terme de convection et n(t) /At

représente la dispersion turbulente.

Dans le chapitre 3, on utilise une équation (3.1.1) similaire a celle-ci afin de représenter
I'évolution de la position des particules. En effet, I'équation 3.1.1, soit % - v, peut étre

vue sous la forme suivante :
Xt + At) = X(t) + VpAt

On peut considérer cette équation comme 1'équation (*) ou la convection et la dispersion
turbulente sont considérées uniquement au travers de la vitesse v, par les équations ( 3.2.5

et 3.3.1 ) suivantes :

La dispersion turbulente est considérée au travers d'un processus de Wiener W.



