
AHMED =HEM 

ANALYSE NON LINÉAIRE EN GRANDES ROTATIONS ET 
GRANDS DÉPLACEMENTS DES STRUCTURES MINCES 

METALLIQUES 

Thèse 
présentée 

à la Faculté des études supérieures 
de l'université Laval 
pour l'obtention 

du grade de Philosophiae Doctor (Ph.D.) 

Département de génie civil 
FACULTÉ DES SCIENCES ET DE GÉNIE 

UNIVERSIT~ LAVAL 
QUZBEC 

MARS 2001 

@ Ahmed Rahem, 2001 



National Library Bibliothèque nationale 
du Canada 

Acquisitions and Acquisitions et 
Bibliographie Services services bibliographiques 

395 WeUington Street 395. me Wellingîon 
OtiawaON KlAON4 OttawaON KIAON4 
Canada Canada 

Yvur lue Vorn  r d f ë ~ c o  

The author has granted a non- 
exclusive licence allowing the 
National Library of Canada to 
reproduce, loan, distribute or sell 
copies of this thesis in microform, 
paper or electronic formats. 

The author retains ownership of the 
copyright in this thesis. Neither the 
thesis nor substantial extracts fiom it 
may be printed or otherwise 
reproduced without the author's 
permission. 

L'auteur a accordé une licence non 
exclusive permettant à la 
Bibliothèque nationale du Canada de 
reproduire, prêter, distribuer ou 
vendre des copies de cette thése sous 
la forme de microfiche/film, de 
reproduction sur papier ou sur format 
électronique. 

L'auteur conserve la propriété du 
droit d'auteur qui protège cette thèse. 
Ni la thèse ni des extraits substantiels 
de celle-ci ne doivent être imprimés 
ou autrement reproduits sans son 
autorisation. 



À mes parents et à ma tendre épouse. 
À la mémoire de Nacim Berrahma-Chekroun. 



Résumé court 

Un outil d'aide pour I'ingénieur en calcul des structures a été développé et proposé. 
Cet outil permet de simuler numériquement de façon plus complète le comportement 

non linéaire (géométrique et matériel) des structures métalliques, compte tenu de ses 

imperfections (contraintes et déformations résiduelles internes). Ce rapport contient la 

stratégie adoptée et les modèles numériques associés. Nous présentons les techniques 

et algorithmes de résolution les plus prometteuses dans le calcul non linéaire des struc- 

tures subissant de grands déplacements et de grandes rotations. Les ingrédients de la 
cinématique des rotations finies et différentielles sont exposés avec le souci de rendre 
simple la comphésension de cette cinématique par les ingénieurs. La formulation et 

la ~alidation d'un modèle de poutre 3 0  et d'un modèle de coques, fondés sur une 

cinématique "c~acte'', sont égaiement présentées. Deux applications industrielles sont 

réalisées dans le but de démontrer l'utilité pratique du modèle proposé. La première 

consiste à faire l'étude de la résistance post-critique d'un panneau ondulé. La seconde 

concerne la simulation d'un essai ROPS (Roll-Over Protective Structure) d'un camion 
forestier en tenant compte des contraintes et déformations résiduelles. Comparés aux 
solutions de référence: les résultats numériques obtenus sont très satisfaisants et ré- 
vèlent la robustesse des logiciels développés. 



iv 

Abstract 

.An engineering aided-tool for structural computations has been developed and pro- 

posed. This tool allows the complete (total) numerical simulation of the nonlinear 

behavior (geometrical and material nonlinearities) of metallic structures, taking into 

account t heir imperfections (residual stresses and deformations) . This report presents 

the strategy and the models associated with the proposed tool. Herein are presented 

promising algorithms and techniques for nonlinear computations of structures subjec- 

ted to large displacements and large rotations. The kinematic of h i t e  and differential 

rotations are (re)developed with the concern of easier understanding by structural en- 

gineers. The formulation and then the validation of 3D beam and shell models, based 

on the so-called "exact" kinematics, are also presented. In order to illustrate the prac- 

tical features of the proposed tool, two industrial applications are considered. The first 

one consists of studying the post-critic resistance of an ondulated panel. The second 

one concerns the simulation of ROPS (Roll-Over Protective Structure) test of a ran- 
ger truck taking into account residual stresses and deformations- The results are very 

satisSring and shows the robustness of the developed s o h a r e .  



Résumé 

Ce travail a pour but le développement d'un outil d'aide, souple et très efficace, pour 

l'ingénieur en calcul des structures. Cet outil rendra possible : 

l'étude et la simulation (jusqu'à la ruine) du comportement non linéaire (géomé- 

trique et matériel) des structures métalliques en grands déplacements et grandes 

rotations; 

la simulation complète du comportement pré et post-flambement de chacun des 

composants de la structure; 

la simulation d'un essai de laboratoire réel. 

L'outil, fondé sur une approche éléments finis, a été développé en s'inspirant d'une 

riche recherche bibliographique. D'un point de vue formulation, les modèles associés 

se distinguent nettement de ceux proposés par la littérature en termes de facilité de 

compréhension et surtout une efficacité d'utilisation. En effet, le developpement de 
ces modèles a été effectué avec le souci de rendre meilleure: rapide e t  efficace leur 

utilisation par l'ingénieur. 

Par ailleurs, ce travail a conduit à l'élaboration d'un logiciel de calcul dont les 

principaux ingrédients sont: 

des éléments de type poutres et coques très précis, basés sur une formulation en 

grands déplacements et à grandes rotations (cf. chapitres 6 et 7); 

un processus "exact" de mise à jour de la géométrie (translations et rotations) 

tenant compte de la nature non vectorielle des rotations (cf. chapitres 4, 6 et 7) ; 

des techniques de résolution et des critères de convergence accommodant les rota- 

tions ou autres grandeurs présentant des ordres de grandeurs différents (cf. cha- 

pitre 5); 



une stratégie d'incrémentation efficace permettant l'ajustement automatique du 
paramètre de pilotage imposé (cf .  chapitre 5) ; 

une loi de comportement élastoplastique suivant le critère de von Mises avec 

écrouissage isotrope et intégrée selon un schéma de type prédiction élastique re- 

tour radial, préservant la convergence quadratique (cf. chapitre 3); 

un algorithme de calcul de la plastification progressive à travers l'épaisseur d'une 

coque ou la section (éventuellement de forme quelconque) d'une poutre (cf. cha- 

pitre 6 et 7) ; 

des possibilités de changer la base de données d'une analyse à une autre. 

Afin de montrer l'utilité pratique du modèle proposé, deux applications indus- 

trielies ont été considérées. La première consiste à faire l'étude de la résistance post- 

critique d'un panneau ondulé. La seconde concerne la simulation d'un essai ROPS 
(Roll-Over Protective Structure) d'un camion forestier: en tenant compte des contraintes 

et déformations résiduelles. Comparés aux solutions de référence, les résultats numé- 

riques obtenus sont très satisfaisants et révélateurs, d'une part, de la fiabilité de la 

stratégie numérique préconisée (c f .  ingrédients ci-dessus), et d'autre part, des perfor- 
mances numériques (précision, flexibilité, robustesse) du code de calcul mis en place. 
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Introduction 1 

Chapitre 1 

Introduction 

1 1 Généralités 

Au cours des dernières décennies, les techniques de calcul des structures ont connu 

a un essor considérable, suscité par les besoins industriels et soutenu par les progrès 

effectués dans le domaine informatique. Ainsi, la méthode des éléments finis est au- 

jourd'hui courament utilisée pour l'analyse des structures dans de nombreux secteurs 

de l'industrie: aérospatial, nucléaire, génie civil, construction navale, mécanique, etc.. 

Naguère réservée à un cercle restreint d'initiés, chercheurs et ingénieurs des instituts 

de recherche et des industries de pointe, elle constitue maintenant un instrument in- 

dustriel utilisé pour les problèmes usuels de calcul des structures et figure désormais 
dans les programmes d'enseignement des universités et des écoles d'ingénieurs. De 

plus, l'implémentation des méthodes de résolution de problèmes non linéaires dans les 

codes de calcul par éléments finis ainsi que l'avènement des calculateurs électroniques 

modernes ont bouleversé les méthodes de travail de l'ingénieur qui peut aujourd'hui 

résoudre les problèmes les plus complexes avec un degré de rafhement qui ne serait 

pas envisageable avec les méthodes traditionnelles. 

Un très grand nombre de problèmes rencontrés en pratique peuvent être résolu à 

l'aide de méthodes linéaires. Cependant, l'ingénieur doit recourir, comme dans notre 
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cas, à l'analyse non linéaire lorsque les trois hypothèses essentielles qu'il utilise habi- 

tuellement dans ses calculs linéaires ne sont plus satisfaites. Ces hypothèses sont: 

les déplacements sont suffisamment petits pour pouvoir confondre les positions 

non déformés et déformées de la structure; 

les matériaux se comportent de manière élastique linéaire dans le domaine des 

déformations résultant de ces déplacements. 

Les conditions aux limites ne changent pas au cours du mouvement. 

On reconnaît trois types de non-linéarité dans le comportement des structures: 

1. Les non-linéarités géométriques: Elles interviennent lorsque les déplacements et 

éventuellement les déformations sont suffisammerit importants. Dans ce cas, les 

caractéristiques de rigidité de la structure sont non linéaires. Le phénomène 

d'instabilité élastique représente un exemple de ce type de non-linéarité. 

2. Les non-linéarités matérielles ou constitutives: elles se produisent dans le cas 

où le comportement du matériau ne peut plus être considéré comme élastique 

linéaire. Citons, à titre d'exemple, la plasticité et l'endommagement. 

3. Les non-linéarités de contact: Elles se manifestent lorsque les conditions aux 

limites changent au cours du mouvement. Ce type de non-linéarités appâraît 

en particulier dans les processus de formage à froid ou dans les assemblages 

boulonnés. 

Pour des raisons d'économie et de sécurité de plus en plus sévères, on exige main- 

tenant que l'on tienne compte, dans les analyses structurales, des différents types de 

non-linéarité susceptibles de se produire. L'évolution de la technologie des matériaux 

et le développement des divers secteurs industriels ont amené l'emploi de matériaux 

légers et résistants. Ceux-ci sont utilisés pour construire des composants structuraux 

Blancés qui présentent un rapport optimal coût/poids. L'acier, permettant de réduire la 

dimension des composantes d'une structure en raison de son niveau élevé de résistance, 

est un bel exemple de l'économie que 1,011 peut en tirer, encore mieux lorsqu70n prend 

en considération le domaine non linéaire du comportement du matériau. Les poutres, 

les plaques et les coques sont d'autres exemples du profit que nous apporte leur exploi- 

tation. Cependant, malgré la position privilégiée qu'ils occupent dans les réalisations 
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industrielles, grâce à la tenue mécanique assez grande qu'ils possèdent pour une masse 

réduite du  matériau? les éléments structuraux de type poutre, plaque et coque sont plus 

sensibles aux phénomènes d'instabilité provoqués par les grands déplacements. Dans le 

cadre des corps orientés employés en génie civil ou dans la construction aéronautique, 

aérospatiale et automobile, les phénomènes d'instabilité doivent être contrôlés pour 

assurer la fiabilité et la sécurité de ces structures. Les questions primordiales, relatives 

à la sécurité et à l'économie d'un ouvrage, nécessitent une connaissance du comporte- 

ment jusqu'à et même au-delà de la ruine. Même si une structure réagit 

sous les charges de service, l'ingénieur ne pourra juger valablement l'économie et la 

sécurité de cette structure que s'il peut en prédire le comportement jusqu'à la ruine. 

Ce but, vu l'évolution actuelle des normes de construction, est toujours plus recherché 

et ne peut être atteint que par une analyse non linéaire tenant compte de toutes les 

sources de non-linéarités possibles. 

Pour ce faire, on fait appel à la théorie non linéaire de la mécanique des milieux 

continus qui permet de décrire le comportement du système physique grâce à des 

équations aux dérivées partielles; rappelons que celle-ci requiert, en cas de grands 

déplacements, une description du mouvement du corps; cette description est dite 

eulérienne si elle étudie la passage du corps à travers une région donnée de l'espace, 

prise comme référence; 

lagrangienne si elle étudie le mouvement du corps dans l'espace, à partir d'une 

certaine référence connue. 

Si la première description convient surtout aux problèmes de mécanique des fluides, 

la deuxième s'adapte bien à l'analyse des solides. Deux approches sont très répandues 

parmi les formulations lagrangiennes (descriptions lagrangiennes): la Formulation La- 

grangienne Totale (FLT) où l'état initial est considéré comme référence permanente et 

la Formulation Lagrangienne Actualisée (FLA) où un état intermédiaire sert de réfé- 

rence actualisée. Lorsque l'actualisation de la référence est effectuée à chaque pas de 

chargement, la FL-4 peut être classée en FLAP (Formulation Lagrangienne Actualisée 

à chaque Pas) et lorsque l'actualisation de la référence est effectuée à chaque itération 

d'équilibre, la FLA peut être classée en F L N  (Formulation Lagrangienne Actualisée 

à chaque Itération). Les équations aux dérivées partielles obtenues sont dans ces cas 
fortement non linéaires, et leur résolution n'est concevable que d'une manière appro- 
chée. Il faut alors, d'une part une technique d'approximation qui soit en mesure de 
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transformer les équations aux dérivées partielles en équations algébriques et d'autre 

part un algorithme de  résolution qui permette de résoudre les équations algébriques 

non linéaires et obtenir les courbes retraçant l'évolution des déplacements au cours du 
temps. 

En ce qui concerne l'approximation, les méthodes des différences finies e t  des 

éléments finis peuvent convenir avec toutefois une préférence pour la deuxième (qui 

sera employée dans ce travail). Il ne fait aucun doute que cette méthode, due à la 

simplicité de sa mise en œuvre et sa puissance numérique, est devenue et demeurera 

encore pour un certain temps l'outil de calcul privilégié des ingénieurs. 

Quant à l'algorithme de résolution des équations non linéaires, en plus de tenir 

compte du type de non-linéarité et des branches (stables ou instables) rencontrées, il 

doit être précis et  converger rapidement. 

La majorité des algorithmes implantés dans les codes de calcul par éléments finis 

utilise, pour obtenir la  solution du problème non linéaire, des méthodes incrémentales- 
itératives conduisant à résoudre un système d'équations linéaires à chaque itération. 

Ces méthodes sont bien adaptées pour traiter toutes les non-linéarités possibles, telles 

les non-linéarités matérielles ou de contact par exemple. Elles sont basées sur un 

processus de prédiction-correction, qui consiste: dans une première étape, à linéariser le 

problème non linéaire de départ et donc d'obtenir d'abord une estimation de la solution 
et rechercher ensuite une solution corrective ou une direction qui, additionnée à la 

solution estimée, permet tera de s'approcher de la solution recherchée et ce d'itération 
en itération. Pour obtenir cette direction corrective, on emploie ordinairement les 

méthodes de type Newton-Raphson, soit la méthode de Newton-Raphson standard ou 
une variante de celle-ci qu'on appelle modifiée. La première (adoptée dans le cadre 

de ce travail) est très robuste dans les zones de forte non-linéarité et dans les zones 

d'instabilité et assure généralement une convergence quadratique, surtout si la matrice 

tangente est calculée exactement. L'autre variante est sans doute moins exigeante que 

la première, puisqu'elle ne nécessite pas le calcul d'une nouveIle matrice tangente à 

chaque itération d'équilibre, mais seulement au début de chaque pas de chargement et 

de la garder fixe d'itération en itération. Cependant elle n'est pas assez robuste dans les 

zones de forte non-linéarité et  sa vitesse de convergence faible, car la direction corrective 
est moins bien évaluée que dans le cas de la méthode standard. Cette méthode peut 

être avantageuse dans certaines situations pour diminuer le coût relié au calcul et  à la 

factorisation de la matrice tangente. Par exemple, certaines lois de comportement et  

certains modèles de frottement (tels les modèles d'écoulement plastique non associé et  
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de frottement de Coulomb) engendrent des matrices tangentes non symétriques, mais 

il amve que dans les calculs on décide de l'approcher par sa partie symétrique. Dans 

ce cas, la sauvegarde et  la factorisation de la partie symétrique à chaque itération n'est 

pas justifiée. 11 y a lieu alors d'utiliser la méthode de Newton-Raphson modifiée. il 

peut aussi s'avérer avantageux d'utiliser cette méthode lorsqu'il est difficile de définir 

explicitement la matrice tangente au complet et donc de l'évaluer exactement. On a 

alors recourt aux méthodes numériques de perturbation pour calculer d'une manière 

approximative la matrice tangente. Ce processus étant très coûteux en temps calcul, 

il convient bel et bien dans ce cas d'utiliser la méthode de Newton-Râphson modifiée 

afin d'obtenir un gain sur le temps de calcul total. 

Le pilotage du processus incrémental par accroissement de paramètre du charge 

diverge dès l'approche d'un point critique et ne permet pas ainsi de suivre les branches 

instables, nécessaire pour la prédiction du  comportement post-c~tique et post-ultime 

de la structure. Il convient dans ce cas d'utiliser d'autres techniques de pilotage per- 

met tant de tracer la courbe complète charge-déplacement . 11 en existe plusieurs dont 

entre autres les techniques de pilotage en déplacement imposé et en longueur d'arc 

imposée. Cependant, le bon choix de la technique de pilotage ne suffit pas a lui seul 

de franchir d'éventuels points stationnaires et d'obtenir la courbe charge-déplacement 

au  complet; le choix de la taille du paramètre imposé (incrément de charge, de dépla- 

cement ou de longueur d'arc) est à considérer aussi. En effet, même si la technique 

de pilotage est bien adaptée au problème, sa résolution peut ne pas être accomplie en 

raison du mauvais choix de la taille de l'incrément. L'algorithme de résolution a cer- 

tainement avantage d'intégrer un schéma permettant d'ajuster automatiquement les 

valeurs successives du paramètre imposé suivant Le degré de non-linéarité du problème 

et les caractéristiques de convergence du pas précédent. L'utilisateur du code aura 

ainsi la possibilité de spécifier l'incrémentation à suivre ou de laisser le code choisir 

son propre schéma d'incrémentation, toute en se basant sur les tolérances spécifiées 

par l'utilisateur. 

Pour satisfaire la précision désirée par l'utilisateur, l'algorithme de résolution 

peut disposer de plusieurs critères de convergence. L'utilisation du critère de "forces" 

conjointement avec le critère de "déplacements" permet d'assurer une bonne mesure de 

la solution recherchée, surtout si ces critères sont ajustés de façon à ce que les variables 

(cinématiques et mécaniques) présentant la  même "nature" et le même "ordre de gran- 

deur" soient comparées entre elles (rotations comparées aux rotations, translations aux 

translations, forces aux forces, moments aux moments, . . . , etc.). On a ainsi intérêt 
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à conformer les critères de convergence aux "champs" actifs dans le problème étudié 

(champs de rotations, de translations, de températures, . . . , etc.). 

Il s'ensuit que le calcul non linéaire requiert généralement des connaissances dans 

les domaines suivants: 

1. mécanique des solides: résistance des matériaux, stabilité des structures, plasti- 

cité, . . . , etc.; 

2, analyse numérique: méthodes d'approximation, stratégies de résolution de sys- 

tèmes d'équations linéaires et non linéaires? méthode de calcul des valeurs et 

vecteurs propres, - . . etc.: 

3. informatique appliquée: techniques d'organisation des blocs fonctionnels et de 

programmation. 

Cependant, il serait dommage d'en faire une raison pour compliquer un code de calcul 

en essayant de lui intégrer plusieurs méthodes ou techniques de résolution. Ceci ne 

justifie pas la non-existence de méthodes générales valables pour tous les cas et ne 

fait en réalité qu'augmenter le malaise de l'ingénieur vis-à-vis de ce type d'analyse. 

En fait, ce dont l'ingénieur a besoin pour atteindre ses objectifs c'est d'une stratégie 

de résolution simple mais efficace, mettant en œuvre des méthodes de base et des 

techniques fiables et flexibles, pouvant s'adapter sans difficultés à chaque classe de 

problèmes donnée. Pour satisfaire ce besoin et répondre aux objectifs de cette thèse! 

nous allons tenter de raffiner Ies techniques numériques citées précédemment de façon 

à les rendre plus efficaces e t  simplifier leur utilisation. 

Ce travail est consacré principalement à l'analyse statique non linéaire des struc- 

tures métalliques tridimensionnelles constituées essentiellement d'assemblage d'éléments 

de poutre et/ou de coque. L'effet de contact ne fait pas l'objet d'études dans le présent 

travail; quant aux autres effets non linéaires (géométrique et matériel), ils doivent être 

spécialisés pour les éléments structuraux qui nous intéressent, à savoir les poutres 3D 
et les coques subissant de grands dèplacements et de grandes rotations, mais de petites 

déformations élastoplastiques. 

1.2 Aperçu bibliographique 

On se propose, dans cette section, de rappeler, dans un premier temps, les étapes 

principales de l'évolution de l'analyse non linéaire par élément finis, pour ensuite faire 
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ia revue des publications reflétant certains aspects essentiels de l'application de la 

méthode des éléments finis, dans le domaine non linéaire, aux structures de types 

poutre et coque. Cet état de la question n'a pas la prétention d'être exhaustif; il est 

rédigé en fonction des connaissances acquises pendant l'étude de ce travail. 

1.2.1 Évolution de l'analyse non Linéaire 

En 1960, Tumer propose pour la première fois l'application de la méthode des éléments 

finis a l'analyse non linéaire des structures. L'auteur présente une approche 'tncrémen- 

tale" [TDMMGOI permettant d'walyser les problèmes géométriquement non linéaires 

par éléments finis. La réponse non linéaire de la structure est obtenue 'ïncrémentale- 

ment", c'est à dire pas à pas, par augmentation progressive de la sollicitation. Pour 

chaque état déformé, on calcule une matrice de rigidité incrémentale comprenant un 
terme supplémentaire, dit "matrice géométrique", qui résulte de la prise en compte des 

termes quadratiques du champ de dépiacements. À partir de cette date, l'analyse non 

linéaire par éléments finis va connaître un développement intense sous l'imphsion des 

industries aéronautique et aérospatiale et grâce à la disponibilité d'ordinateurs de plus 

en plus puissants. D'innombrables publications sont apparues depuis; nous référons le 

lecteur aux excellentes revues bibliographiques qui ont été faites par Oden [Ode69al, 

Batoz [Bat77], Frey [Fre781, Gadda [GD0841 et Cnsfield [Cri97a], pour ne citer que 

ceux-là. Il en ressort certains remarques importantes que voici. 

Même si la méthode incrémentale est appliquée avec des succès et perfectionne- 

ments divers par Turner [TMW641, Argyris [AKK64, Arg651, Fellipa [Fe166], Martin 

[Maz661, Wissmann [Wis66], Oden [Ode66, Ode69bI , essentiellement pour l'analyse de 
l'instabilité élastique des structures, il faudra attendre jusqu'en 1968 pour assister a une 

vulgarisation de cette méthode sous l'impulsion de Marcal (HMR701, Oden [Ode721 et 

de Yagmai [Yag68] qui ont établi les équations d'une formulation générale de l'analyse 

non linéaire géométrique, respectivement pour la description lagrangienne "totale", qui 

prend constamment comme référence l'état initial non chargé de la structure, et pour 

la description lagrangienne "actualisée", qui prend comme référence le dernier état cal- 
culé de la structure. Dès lors, de nombreuses publications sont apparues dont celles 

de Brebbia et Connor [BC69j qui introduisent le principe de prédiction-correction et 

résolvent des problèmes de plaques et coques quasi planes en utilisant la méthode de 

Newton-Raphson; Hibbit et al. [HMR70] emploient le principe des travaux virtuels 

et obtiennent ia fcrme incrémentale de la description lagrangienne totale après avoir 
discrétisé le champ de déplacements en fonction des inconnues nodaux; Hofmeister et 
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ai. [HGE71] présentent la formulation lagrangienne actualisée, en faisant ressortir la 

notion du résidu d'équilibre qui permet de vérifier l'équilibre à chaque pas de charge- 

ment; Sharifi et Popov [SP711 étendent la formulation lagrangienne actualisée établie 

par Yagmai à l'analyse élastoplastique en petites déformations des coques de révolu- 

tion. Suivirent plusieurs autres publications dont on peut consulter la longue liste chez 

Gadala [GD0841 ou Crisfield [Cri97a, Cri97bl. 

La méthode "directe" utilisée dès 1965 par Schmit, Bognor, Fox et Mallet [SBF68, 

MS671 entre autres, comme alternative à la méthode incrémentale, a toutefois été rapi- 

dement abandonnée en faveur de cette dernière. Basée sur le principe de minimisation 

de l'énergie potentielle totale, elle ne fournit aisément que les configurations stables de 

la structure. Aussi, elle ne s'applique pas aux matériaux dont la loi constitutive dé- 

pend du chemin parcouru (plasticité par exemple), alors que la méthode incrémentale 

s'adapte bien à la théorie différentielle de la plasticité qui nécessite une solution pas à 

pas. De plus, elle permet de déterminer la réponse du système pendant l'application 

des charges, à partir d'une position initiale connue. Il en résulte une série de courbes 

retraçant l'évolution des déplacements, permettant ainsi l'étude de la stabilité de la 
structure à tous les niveaux de charge. 

Il faut noter que seule la formulation lagrangienne totale aura connu beaucoup 

de succès jusque dans les années 1970. Les résultats encourageants obtenus par les 

équipes dynamiques de blarcal et Oden ont lancé toute la recherche non linéaire sur 

la formulation lagrangienne totale pendant dix bonnes années. Par la suite, grâce au 

leadership de Wilson et de ses collaborateurs [BOW74, B075], la formulation lagran- 

gienne actualisée a refait surface pour détrôner la formulation lagrangienne totale dans 

bien des applications, au moment où cette dernière a commencé à éprouver des difficul- 

tés de mise en œuvre dans le cas des grandes rotations tridimensionnelles, spécialement 

pour les corps orientés, puisqu'eile exige un champ cinématique "exact" et une bonne 

représentation des rotations. Or, il était très difficile jusqu7alors, notamment pour les 

coques de formes quelconques et les poutres tridimensionnelles, de mettre en œuvre les 

formules cLexactes" pour élaborer un élément en formulation lagrangienne totale. Son 

utilisation s'est limitée alors à des cas dits de rotations modérées entre la configuration 

initiale et la configuration h a l e  ou avec des éléments finis basés sur la théorie intrin- 

sèque [Ode69a, KY69, BRW75, B076, Ode72, RA71, Gac71, BD73, BCD76, Bat77, 

Str71, Ga173, RM73, Opp821. La formulation lagrangienne totale valable pour les 

grandes rotations mais petites déformations a cependant été utilisée avec succès pour 

les structures planes de type poutres, arcs et anneaux [BJ83, BJ86, Leb851. 
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Dans la formulation lagrangienne actualisée, l'utilisation de la configuration dé- 

formée actualisée à chaqiie pas de chargement [HGE71, BN73, FVas82I ou à chaque 

itération d'équilibre [Bat82, Fre78, Jaa86] comme configuration de référence permet de 

découper le mouvement entre les configurations initiale et finale en un certain nombre 

de pas de déplacements et rotations modérés et dégager des expressions approxima- 

tives du champ cinématique et des déformations. faciles à mettre en œuvre. Cette 

façon de faire permet de traiter les grands déplacements et les grandes rotations d'une 

manière simple en admettant l'hypothèse des petits déplacements et petites rotations 

entre la configuration déformée et la configuration intermédiaire et en utilisant la théo- 

rie linéaire classique pour le calcul des déformations ce qui est important en théorie 

assujettie car les expressions pour le calcul des déformations sont complexes si l'on 

doit utiliser la cinématique complète sans hypothèses simplificatrices. La formulation 

lagrangienne actualisée s'avère simple et  efficace mais contient des approximations qui 

peuvent introduire des erreurs jouant un rôle considérable sur les résultats et la conver- 

gence, surtout dans le cas des structures très flexibles où quelques complications appa- 

raissent à cause de  la nature non vectorielle des grandes rotations. Un maillage assez 

fin et de petits pas de chargement doivent être adoptés pour respecter l'hypothèse des 

déplacements et rotations modérés sur un pas. La formulation lagrangienne actualisée 

restera cependant jusque dans les années 1980 une des seules possibilités pour traiter 

Ies problèmes de grandes rotations des structures avec des éléments simples; elle a été 

utilisée essentiellement pour les éléments basés sur la théorie assujettie [Fre78, Faf871. 

Il faudra attendre les travaux de Simo et ses collaborateurs [Sim8S, SVQ86, SF891 
pour assister à l'extension du champ d'application de la formulation lagrangienne totale 

à l'analyse des corps orientés subissant des grandes rotations tridimensionnelles. Simo 

a appliqué la cinématique des grandes rotation, défrichée par Argyris [-4rg821, pour 

établir sur une base rigoureuse un modèle géométriquement "exact" de poutre [Sim85, 

SVQ86, SVQ881 et de coquee (SF891. Ainsi, sous l'impulsion de Simo et ses collègues la 

recherche est relancée dans ce domaine [CG88, Lo92. Ibr95, PL96, SB92, BR92: BD97, 

RFD97, Dam96, Cri9îbl. 

La méthode d'Euler ezplz'cite fut la première technique utilisée avec la méthode 

incrémentale pour la  résolution des équations d'équilibre non linéaires [TDMMGO]. 

Malheureusement, cette technique peut conduire à une accumulation d'erreurs in- 

quantifiable. Pour contrer ce problème Brebbia et Connor [BC69], Murray et Wil- 

son (MW681, entre autres, ont combiné la méthode incrémentale avec les itérations de 

Newton-Raphson de  façon à permettre aux équations d'équilibre d'être satisfaite avec 
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une certaine tolérance. Oden [Ode69al et Zienkiewicz [ZN711 signalent le désavan- 

tage de la méthode de Newton-Raphson relié au coût de calcul et de triangularisation 

de la matrice tangente, spécialement pour les problèmes a grand nombre de degrés 

de liberté, et recommandent pour minimiser le temps de caicul de factoriser la ma- 

trice tangente au début de chaque pas et de la garder fixe d'itération en itération. Il 

est cependant apparu que cette variante, dite de Newton-Raphson modifiée, n'est pas 

aussi robuste que la méthode originale dans les zones de forte non-linéarité et dans les 

zones d'instabilité où la direction corrective doit être mieux approchée pour garantir la 
convergence. Plusieurs techniques ont été alors suggérées pour déterminer la longueur 
optimale du vecteur direction et accélérer la convergence. La technique d'accélération 

dite de "line search" en est une; elle consiste à trouver ur; facteur scalaire optimal qui 

multiplie le vecteur correction pour accélérer la convergence. Crisfield [Cri801 a pro- 

posé une méthode de calcul approximative de ce facteur et Fafard [Faf871 une méthode 
exacte basée sur la fonctionnelle d'énergie. 

Le contrôle du processus incrémental par l'accroissement du paramètre de charge 
a vite été mis en défaut au "passage des e,utremaY7. Pour pouvoir passer ces extrema, 
Sharifi et Popov [SP711 ont utilisé un artifice qui consiste a introduire des ressorts 

fictifs afin d'éliminer la singularité de la matrice tangente. Il s'est avéré toutefois que 

cette technique est très limitative, ce qui a mené au développement de la méthode 

de pilotage en déplacement imposé. Plusieurs approches adoptant cette technique 
ont conduit à la destruction de la symétrie de la matrice tangente. Quoique cette 

lacune Mt surmontée par Pian et Tang [PT71], il resta que leur approche exige la 
modification de la matrice tangente incrémentale. Il faudra attendre les travaux de 

Heisler et al. [HSK77], Batoz et Dhatt [BDïg], qui ont proposé d'autres schémas 

permettant de conserver et la symétrie et la structure de la matrice tangente, pour 
assister à l'exploitation massive de Ia méthode de déplacement imposé. Reste que 

l'obstacle majeur de cette méthode réside dans le bon choix du degré de liberté à 

imposer. Des chercheurs tels que Wempner, Riks, Crisfield et Ramm [Wem71, Rik79, 
Cri80, Ram811 ont réussi par la suite à venir à bout des difficultés du pilotage en 
déplacement imposé, en proposant des méthodes beaucoup plus générales basées sur 
l'équation de la longueur d'arc. 

Signalons, pour clore cette sous section, que parallèlement aux méthodes et tech- 
niques de résolution citées ci-dessus, il en existe plusieurs. Pour une synthèse très 

concise dans ce domaine, nous référons le lecteur aux excellents travaux de Fafard 
[Faf871, de Murray [MG901 et de Dhatt et Fafard [DF95). 
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1.2.2 Applications aux structures formées de poutres et de coques 

Le lecteur averti comprendra qu'il est illusoire de prétendre présenter ici une synthèse 

complète sur l'analyse non linéaire des poutres et des coques par éléments finis. Ce 

sont des sujets qui reçoivent une attention internationale considerable depuis plusieurs 

années, étant donné qu'ils sont préalablement nécessaires au développement du calcul 

non linéaire d'un grand nombre de structures. Nous allons donc nous contenter, dans 

les sous-sections suivantes, de faire allusion aux travaux importants de quelques au- 

teurs parmi tant d'autres qu'inévitablement nous ne pourrons citer; nous essaierons 

cependant de combler les lacunes en mentionnant dans la mesure de nos connaissances 

les bibliographies ou les ouvrages de base contenant de nombreuses références. Cer- 

tains de ces travaux seront également mentionnés dans les différents chapitres de la 

thèse en rapport direct avec les sujets abordés. 

Analyse non linéaire des coques 

Il est évident que l'introduction du concept d'éléments finis a grandement contribué 

dans l'évolution de l'analyse non linéaire des coques. Dès la fin des années 60, plusieurs 

auteurs se sont intéressés à l'application de cette méthode pour analyser le comporte- 

ment non linéaire des coques. Parmi ces auteurs citons: Stricklin et al. [SHS68, Str7l], 

Marcal [Mar70], Prost (Pro751 qui ont étudie des coques de révolution; Brebbia et 

Connor [BC69] , Roberts et Aswell (RA711, Tahiani [Tah7117 Bergan et Clough [BC73] 
analysent le comportement des coques surbaissées; Gallagher et al. [GY68, GLM711, 
Zienkiewicz et Nayak [ZN71], Bathe et al. [BRW75, BO761 traitent des coques de 

formes arbitraires. Tous ces auteurs ont établi leurs formulations en utilisant l'une 

ou l'autre des théories classiques établies jusqu'alors, soit la théorie non linéaire des 

coques surbaissées de type Marguene ou de type Donnell-Mushtari- Vlassov ou la théo- 
rie non linéaire des coques non surbaissées de type Koiter-Sanders. Dans ces théories, 

considérant la coque comme un milieu bidimensionnel caractérisé par une surface de 

référence et une épaisseur, on cherche essentiellement à exprimer le champ de dé- 

placements en fonction de celui de la surface de référence en retenant comme base 

l'hypothèse des rotations modérés et de Love-Kirchhoff gouvernant le déplacement des 

normales, complété ou non de l'hypothèse de geométrie surbaissée. En fait, jusqu'à la 

fin des années 70, peu d'auteurs ont contribué à la modification de ces théories pour 

tenir compte des déformations de cisaillement transversal dans l'analyse non linéaire 

des coques. Parmi Ies travaux touchant à ce domaine mentionnons celui de Dhatt 

[Dha70] qui admet l'hypothèse des sections droites et de non variation de l'épaisseur 
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(Reisner/Mind lin/Naghdi) pour construire un élément triangulaire courbé basé sur 

la théorie non linéaire des coques de type Marguerre. Les déformations transversales 

sont alors admises et la rotation de la norrnaie n'est plus la rotation de la surface 

moyenne. Cependant, pour relier la rotation de la normale aux déformations de la 

surface moyenne. l'auteur impose les conditions de type Kirchhoff le long de contour 

de l'élément . Théoriquement, l'énergie due aux déformations de cisaillement n'est pas 

identiquement nulle sur l'élément, mais tend cependant vers zéro lorsque le nombre 

d'éléments augmente. Cette approche, dite de type Kirchho$ discret, a été adoptée 

et améliorée par la suite par plusieurs auteurs, notamment Key [Key72], Batoz et al. 

(BD75, BDP75, BCD76, Bat771, Matsui et Matsuoka [MM76], Bathe et Ho [BHBl], 

Fafard [Faf871, Pol [Pol92]. 

En dépit de cela, une autre approche, tenant compte de l'hypothèse de Reissner/- 

Mindlin/Naghdi, va dominer les travaux de recherche relatifs aux coques pendant deux 

décennies. Il s'agit de l'approche tridzrnenszonnelle dégénérée (ou isoparamétrique dé- 

générée) introduite en 1968 par par .&ad et al. [AIZ68, AI2701 et dans laquelle 

la formulation déments finis est obtenue directement à partir des équations tridimen- 

sionnelles en considérant la coque comme un domaine tridimensionnel limité par une 

surface supérieure et une surface inférieure, généralement courbées. Cette approche, 

limitée au début à l'analyse linéaire des coques s'est progressivement étendue a l'étude 

non linéaire des coques sous l'impulsion notamment de Parisch (Par791, Bathe et Bo- 
lourchi [BB8O], Hughes et al. [HL8la, HL8lb, HC831, Surana [Sur83], Milford [MS86], 
Kanok [KNTH811, Parks et Stanley [PS86], Liu et al. [LLLB861, Rothert et Dehmel 

[RD87], Mahe et Sourisseau [MS93], Boisse et al. [BDG97] avec l'hypothèse des rota- 

tions modérées et plus récemment en incorporant les grandes rotations sous l'impulsion 

de Stander et al. [SMR891, Saleeb et al. [SCGYSOJ, Parisch [ParSl], Buchter et al. 
[BR92, BRR941, Kebari et Cassel1 [KC92] et Gruttmann et al. [GKW95]. Outre les 

articles mentionnés ci-dessus, nous référons le lecteur aux livres [Bat82, ZS91, Cri97aI 

qui offre une revue plus ou moins détaillée de l'approche dégénérée et les méthodologies 

qui lui sont reliées et à l'excellent article de Buchter et Ramm [BR921 examinant les 

relations existant entre les théories classiques des coques et la théorie tridimensionnelle 

dégénérée. 

Malgré la domination de l'approche isoparamétrique dégénérée, dû principale- 

ment à l'absence de complexité mathématique et a sa simple extension au régime non 

linéaire, les dernières années ont été marquées par le développement d'une nouvelle 

approche, dite directe ou géométriquement ezacte, qui considère la coque comme une 
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surface de type Cosserat muni d'un seul vecteur directeur. Cette approche initiée 

par Erïcksen et Truesdell [ET581 et exploitée récemment par Simo et ses collabora- 

teurs [SF89, SFR89, SFR90, SRFSOa, SRFSOb, SK92: Sim931 est en train de retancer 
toute la recherche non linéaire sur les coques. Outre les articles de Simo, nous ont 

servi de référence les contributions importantes de Sansour et Buffler [SBgZ!], Wrig- 
gers et Gruttmann [WG93), Chroscielewski et al. [CMS92], Ibrahimbegovic et al. 

[Ibr94, IF94a, IF94b, Ibr961, Dammak [Dam961, Brank et Damjanic [BD971. 

Sur le plan numérique, on a observé que les résultats obtenus avec des éléments de 

coque en flexion-cisaillement basés sur l'hypothèse de Reissner/ Mindlin/ Naghdi, avec 

un modèle déplacement et une intégration exacte suivant les directions de la surface 

de référence, se détériorent lorsque l'épaisseur de la coque diminue. C'est la mani- 

festation du "blocage en cisaillement" dû essentiellement à une domination numérique 

de l'énergie de cisaillement transversal sur l'énergie de flexion. Pour éviter ce phéno- 

mène, un certain nombre d'éléments de coque basés sur une formulation mixte de type 

Hellinger-Reissner ou Hu- Washzzu ont été développés [Pra69, Tah71, BD92, BD86al. 

Si ces éléments ont l'avantage d'être précis dans L'évaluation des contraintes de cisaille- 

ment transversal, reste qu'ils sont plus coûteux en temps calcul que les éléments basés 

sur l'approche déplacement et que leur formulation est compliquée [P Jgl]. Avec le mo- 

dèle déplacement, différentes techniques ont été proposées pour améliorer le comporte- 

ment des éléments pour l'analyse des coques minces. Une première façon de procéder 

consiste à utiliser une intégration numérique "réduite" (uniforme ou sélective) pour 

évaluer l'énergie interne de déformation [I<C91, KC92, ZTT71, HCH78. MH78, BD921. 

Un autre artifice utilisé consiste à introdilire des facteurs de correction au niveau de la 

rigidité de cisaillement transversal lui permettant, au cas où la coque devient mince: 

d'agir comme une fonction de "pénalité", contraignant la normale à rester perpendicu- 

laire à la surface moyenne (approximativement) [HTK77, HW801. Enfin, une alterna- 

tive intéressante est celle de Simo et Hughes [SH86] connue sous le nom de méthode de 

déformation de substitution (assumed strain method) et qui propose d'introduire une 
représentation indépendante des déformations de cisaillement transversal. Parmi les 

travaux recourant a cette technique pour formuler des élément de coque et de plaque, 

nous trouvons: [Aya93, Kat93, ZXZ+93, Ibr93, BRR941. 

Concernant l'analyse élastoplastique, deux approches sont généralement suivies 
dans la formulation des éléments de coque: l'approche 'locale" et l'approche "résul- 

tante". La première, appliquée par plusieurs auteurs: [F're78, Faf87, FDB89, YS85, 

KC92, Dam961 entre autres, est caractérisée par une loi d'écoulement exprimée en 
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terme du tenseur des contraintes. En plus d'être précise et générale (appliquable à 

tout matériau et toute structure qu'elle soit mince où épaisse), l'approche locale per- 
met la prise en compte de l'écrouissage et des contraintes résiduelles dans l'épaisseur, 

donc de suivre progression de la plasticité à travers I'épaisseur. 'Iéanmoins, elle est 

pénalisée par un stockage et un coût plus important, puisque l'intégration numérique 

doit être effectuée non seulement sur la surface de référence, mais aussi dans la direc- 

tion de l'épaisseur. Dans la deuxième approche, on fait l'hypothèse que la coque est 

soit élastique soit plastique dans toute son épaisseur, la loi d'écoulement dépend par 

conséquent uniquement des efforts résultants. Ce modèle permet de calculer la ma- 
trice élastoplastique et les efforts internes plastiquement admissibles sans intégration 

dans l'épaisseur de manière simple et efficace, vu qu'il nécessite moins de stockage de 
variables et réduit énormément le temps de calcul. Toutefois, dans la réalité, la plastifi- 

cation est progressive, ce qui confère à la structure une rigidité un peu plus importante 

pendant la plastification réelle. Par conséquent, dans le cas d'instabilité plastique les 

charges ultimes calculées par cette méthode peuvent être sousévaluées. D'autre part, 

la formulation des critères d'écoulement en efforts généralisés est délicate. Un des cri- 

tères globaux le plus connue est celui dyIZyushin basé sur l'hypothèse de Kirchhoff-Love 

[BB93b, BB93aj et qui a été retenue par plusieurs auteurs [D066: OF83, Po192, Jaa861 
pour analyser le comportement élastoplastique des coques mines. 

Anaiyse non linéaire des poutres 

L'analyse non linéaire des poutres a fait l'objet d'un grand nombre d'articles et continue 

d'attirer l'attention de beaucoup de chercheurs en raison de nouveaux besoins indus- 

triels notamment dans les domaines mécanique et aérospatial. Il serait donc vain de 

vouloir présenter ici une bibliographie exhaustive des questions touchant ce domaine. 

Nous nous contenterons de commenter quelques uns de ces travaux en guise de mise 
au point. Les développements relatifs à l'aspect numérique ne sont pas repris; nous 

mentionnons toutefois un certain nombre d'articles concernant cet aspect mais nous 
n'en feront pas la revue. 

D'abord, en ce qui concerne les problèmes de poutres et a m  plans Bathe [B075], 

Wood [Woo771, Frey [Fre781, Batoz et Jameux (BJ83, BJ861 Lebouvier [Leb85], Dvor- 
kin et al. [D0088], Tessler et al. [TS86, Tes911 et Ibrahimbegovic et Frey [IF921 
ont effectué les analyses non linéaires géométriques, matérielles et/ou dynamiques en 

utilisant diverses approches basées sur les hypothèses de Euler-Bernoulli ou de Timo- 
shenko, considérant ou pas les grandes rotations. Un récent livre de Crisfield [Cri97a] 
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résume Ia majorité des approches proposées jusqu'à nos jours. 

L'analyse non linéaire des poutres tridimensionnelles est beaucoup plus complexe 

à cause de la torsion: du gauchissement et surtout de la présence des grandes rota- 

tions. Ces rotations tridimensionnelles ne sont pas des quantités vectorielles qu'on 

peut additionner comme dans le cas des poutres bidimensionnelles1. Pour remédier 

provisoirement à ce problème Bathe et Bolourchi [BB79] ont admis l'hypothèse des 

petites rotations, dans leur analyse non linéaire géométrique des poutres droites a sec- 

tion pleine. Ils ont présenté deux formulations lagrangiennes (une actualisée et une 

totale), établies les relations permettant le passage de la première à la seconde et 

démontré l'équivalence entre les deux, pour des petites rotations. Toutefois, ils ont re- 

commandé l'utilisation de la formulation lagrangienne actualisée, parce qu'elle permet 

d'éviter le calcul de certaines matrices additionnelles telle la matrice de passage du 

système local attaché à la configuration actuelle au système local attaché à la configu- 

ration de référence. Plusieurs chercheurs ont suivi leur conseil et ont utilisé diverses 

formulations actualisées en considérant de plus le gauchissement. Citons parmi eux: 

Ramm et Osterrieder [R083] qui ont effectué l'analyse non linéaire géométrique et 

matérielle des poutres rectilignes à sections ouvertes et parois minces en utilisant une 

formulation lagrangienne actualisée et en considérant la plastification progressive de 

la section. Akoussah [Ako87] s'est intéressé au comportement physique des systèmes 

poteaux-entremises-diaphragme. II a développé pour cette fb des éléments de poutre 

droite et courbe surbaissée (hypothèse de Marguerre) à parois minces et à sections ou- 

vertes basés sur une formulation lagrangienne actualisée approchée (élément rectiligne) 

ou partielle (élément d'arc surbaissé). Il a considéré les non-linéarités géométriques et 

matérielles avec ou sans contraintes résiduelles et opté pour la méthode de plastifica- 

tion progressive. Des travaux plus complets sont faits par Wundedich et al. [WOS86] 

et Guo [Guo87]. Ce dernier a présenté, en considérant une formulation lagrangienne 

actualisée, un élément rectiligne à section arbitraire pour l'analyse non linéaire statique 

et dynamique en grands déplacements et élastoplasticité. Il a comparé la méthode de 

plastification progressive avec la méthode de plastification globale et indiqué que la 

première est plus générale et plus précise que la deuxième. Wunderlich et ses collabo- 

rateurs, qui ont aussi adopté une formulation lagrangienne totale, ont considéré une 

section arbitraire, l'axe courbé, les imperfections initiales, le gauchissement de torsion 

'NOUS monterons au chapitre 4 que la composition des rotations est additive sous l'hypothèse des 
petites rotations ou si les rotations partagent le même axe. 



Introduction 16 

et l'élastoplasticité. 

Toutes ces formulations souffrent d'un seul problème inhérent: elles sont limi- 

tées aux petites rotations entre deux configurations successives. Cette hypothèse ne 

reste plus valable dans le cas des poutres très flexibles et quelques complications ap- 

paraissent à cause de la  nature non vectorielle des grandes rotations. Ceci a poussé 

Les chercheurs à prendre en compte la théorie des grandes rotations dans la formu- 

lation des poutres tridimensionnelles. A ce sujet signalons les excellents travaux de 

Argyris et al. [AHMS79, ABHK821 et Simo et al. [Sim85, SVQ861 qui ont permis 

de lancer la recherche dans cette voie. Argyris et ses collègues ont étudié l'équilibre 

d'une poutre tridimensionnelle soumise aux grandes rotations et introduit le concept 

de rotations "semi-tangentielles" conférant la propriété de commutativité au tenseur or- 

thogonal des rotations et la symétrie à la matrice tangente. Simo et ses collaborateurs 

ont écrit la formulation d'une poutre tridimensionnelle sous forme très mathématique 

et présenté un modèle "exact" avec la prise en compte des défamations de cisaillement 

transversal. Ils définissent les rotations comme une transformation orthogonale, géné- 

ralement non commutative, appartenant au groupe de Lie et soulignent que la matrice 

tangente obtenue, bien que non symétrique, est toujours symétrique dans une configu- 

ration d'équilibre [Sim85]. Les travaux de Simo ont orienté les travaux de beaucoup 

de chercheurs, parmi eux: Lo [Lo92] qui a présenté un élément courbé pour l'analyse 

non linéaire géométrique des poutres. Il a obtenu une matrice tangente non symé- 

trique et confirmé en utilisant quelques exemples que d'utiliser uniquement la partie 

symétrique n'influence pas vraiment le taux de convergence de la méthode de Newton- 

Raphson; Shakounadeh [Sha941 a modifié l'élément de Guo [Guo871 pour tenir compte 

de la théorie du second ordre des grandes rotations (les termes cubiques et supérieurs 

sont négligés dans l'expression de la matrice de rotation) et a analysé des pylônes de 

transmission électriques; Park et Lee [PL961 ont présenté un élément rectiligne pour 

l'analyse géométrique et matérielle des poutres; Saleeb et al. [SCGS?] ont présenté une 

formulation mixte et utilisé une interpolation linéaire pour les déplacements. Un tra- 

vail plus exhaustif a été présenté par Cardonna et Geradin [CG881 qui ont proposé une 

formulation permettant de tenir compte des grandes rotations dans l'analyse statique 

et dynamique des poutres. 11 ont exploité la relation entre la matrice orthogonale des 

grandes rotations et le vecteur des grandes rotations pour déduire une matrice tan- 

gente symétrique; Ibrahimbegovic et ses collaborateurs [MI95, Ibr951 ont exploité cet te 

idée qui leur a permis de formuler un élément de poutre pour l'analyse non linéaire 

géométrique. 
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Pour clore cette section, nous aimerions mentionner les références suivantes cou- 

vrant queIques aspects mathématiques et techniques concernant les grandes rotations: 

[Aig82, NOC91. IF95, PB83, Arg82? AP93, Ibr97aI. En plus, nous référons le lecteur 

aux travaux: [Guo87, Fre78, IFW? Sha941 touchant l'aspect numérique, soit les tech- 

niques utilisées pour éviter le blocage de cisaillement dans les poutres ou l'intégration 

de la loi de comportement. 

Quelques remarques 

Il ressort de l'examen des publications mentionnées dans cette section les remarques 

importantes que voici: 

La formulation lagrangienne totale soumise à des réserves, voire des critiques, 

restait pendant des années dévalorisée en faveur de la formulation lagrangieme ac- 

tualisée, devenue populaire malgré son "défaut caché", à savoir que la géométrie de 

la configuration de référence change constamment. La formulation lagrangienne ac- 

tualisée s'est alors imposée tranquillement là où la première a échoué, à savoir pour 

les éléments formulés en théorie assujetie et subissant des grands déplacements et des 

grandes rotations tridimensionnelles. En effet, les formules établies jusqu'alors pour 

permettre le traitement des grandes rotations compliquaient davantage les expressions 

du champ cinématique et des déformations et conduisaient souvent à des difl3cultés 

considérables de mise en œuvre'. Ceci conduit à définir des éléments très complexes, 

peu utilisables en pratique. Au cours des dernières années, beaucoup de r a e m e n t s  

ont été apportés à la formulation lagrangienne actualisée et différentes façons ont été 

proposées pour le calcul des déformations et des contraintes. Ces améliorations ont 

certes conduit à des versions plus performantes et ont permis de résoudre pas mal de 

problèmes académiques et pratiques, mais il s'est avéré que les approximations que 

contient l'une ou l'autre des formulations lagrangiennes actualisées (addition des ro- 

tations sous formes vectorielle, discrétisation par facette, opérateurs incomplets: . . . , 
etc.) peuvent introduire des erreurs entraînant de sérieux problèmes de convergence 

et ne garantissant pas des résultats précis dans tous les cas. Par exemple, on doit 

adopter un maillage assez fin pour l'analyse des structures courbées et de petits pas de 

*Même dans le cas des structures minces, notamment pour des coques de forme quelconque, ba- 
sées sur l'hypothése de Kirchhoff, oii les rotations sont formuiées par des dérivées des translations, 
l'utilisation de la formulation lagrangienne totale aboutissait à des expressions de déformations très 
complexes, exigeant une continuité C1 de toutes les composantes de dépIacements de la surface de 
référence pour définir des éléments conformes. 
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chargement pour l'analyse des structures flexibles. Les résultats dépendent fortement 

du degré de non-linéarité du problème. 

En raison de nouveaux besoins industriels, notvnment dans les domaines aéro- 

nautique. aérospatiale et automobile (par exemple, besoin de structures encore plus 

flexibles et plus légères). les chercheurs ont orienté leurs efforts vers la formulation 

de nouveaux éléments non linéaires plus robustes (précision et coût) en grandes rota- 

tions et grands déplacements, qui suivent une théorie tenant compte de "l'effort tran- 

chant", où les rotations peuvent s'exprimer indépendamment des translations (théorie 

de Reissner-hlindlin ou théories raihées d'ordre superieur). Ceci a permis le retour sur 

la scène actuelle de la formulation lagrangienne totale et motivé certains chercheurs à 

investir dans la description de la cinématique des grandes rotations. Des points de vue 

purement mathématiques ont été récemment adoptés considérant les rotations comme 

des objets non linéaires appartenant au groupe de Lie. Ceci a eu pour effet de com- 

pliquer la compréhension du traitement des rotations tridimensionnelles pour un bon 

nombre de chercheurs et ingénieurs. Pour aplanir ces difficultés de comprehension de 

façon à la rendre plus accessible aux ingénieurs. nous avons adopté, dans ce travail, 

un point de vue purement algébrique. Les connaissances mathématiques requises sont 

limitées au-x calculs matriciel et différentiel. 

Demm les deux tendances générales qui existent dans la formulation des pro- 

blèmes matériellement non linéaires, que doit-on choisir, l'approche locale ou l'approche 

résultante? L a  réponse est difficile à donner et dépend du but recherché: veut-on consi- 

dérer des structures constituées de matériau avec écrouissage et considérant les effets 

dus au changement de la géométrie? Si c'est le cas, le modèle local est le plus appro- 

prié: puisque il permet de tenir compte de l'écrouissage et des contraintes résiduelles 

dans l'épaisseur de la coque ou de la section droite de la poutre. Dans le cas contraire, 

le modèle résultant peut être très eincace, car il nécessite moins de stockage et réduit 

énormément le temps de calcul. On sait, d'autant plus, par la théorie de la plasti- 

cité appliquée aux matériau sans écrouissage et au structures ne considérant pas les 

effets dus au changement de la géométrie, que la "charge limite" n'est ordinairement 

pas sensible à la pénétration plastique progressive. mais ne dépend que du stade final 

entièrement plastifié [Fre781. Cependant, nous estimons que cette approche est insuf- 

fisante. Elle risque d'être dangereusement optimiste pour les phénomènes d'instabilité 

(une extension même très locale de la plasticité peut suffire à déclencher une insta- 

bilité), et ne permet guère de prendre en compte les contraintes résiduelles, souvent 

si importantes. Il convient donc de discrétiser l'épaisseur ou la section droite. La 
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division en tranches, avec une variation constante ou linéaire des contraintes dans les 

tranches, pouvant s'avérer insuffisante ou rudimentaire, il est meilleur d'adopter un 

schéma d'intégration numérique classique de type Gauss ou Lobatto (choisi dans ce 

travail: offrant des points d'intégration sur les peaux extérieures où la plastification 

commence). 

Pûur clore cette section, nous aimerions souligner que jusqu7à présent, des études 

approfondies visant l'amélioration des méthodes de résolution et des critères de conver- 

gence permettant de tenir compte de la nature et de l'ordre de grandeur des rotations 

ne semble pas avoir été faites- Dans ce sens, nous avons essayé modestement de raf- 

finer ces derniers le mieux possible en suivant les directives générales du programme 

ABAQUS. 

1.3 Objectifs et cadre de la thèse 

Sécurité et économie sont actuellement deux des facteurs qui militent le plus en fa- 

veur du calcul non linéaire des structures. Cependant, même si l'analyse non linéaire 

des structures par élément finis est de nos jours bien acceptée des ingénieurs, il de- 

meure qu'un bon nombre d'entre eux éprouvent toujours un certain malaise vis-à-vis 

de ce type d'analyse, qui les plonge continuellement dans l'embarras. En effet, la large 

gamme d'éléments finis, de critère de convergence, de méthodes et techniques de réso- 

lution provoquent l'embarras du choix et il devient difficile pour l'utilisateur d'effectuer 

un choix éclairé. Ces faits ont orienté les travaux de recherche présentés dans cette 

thèse. Nous nous sommes fixés comme objectif de développer des modèles robustes 

de poutre et de coque courbes générales qui permettent l'analyse statique non linéaire 

des structures, prenant en compte les grands déplacements, les grandes rotations et le 

comportement mécanique réel ainsi que de raffiner davantage les techniques numériques 

de façon à les rendre beaucoup plus efficaces et flexibles; ceci dans le but de faciliter 
la tâche de l'utilisateur, sans toutefois atténuer son rôle et sa responsabilité. Nous 

avons tout de même restreint notre étude en fonction de l'objectif pratique recherché, 

soit l'application aux structures métalliques constituées d'assemblage de poutre et /ou 

de coques (ossatures de bâtiments, panneaux toitures, réservoirs, pylônes et tours de 

transmissions électriques, etc.). Il se dégage de l'analyse de telles structures les faits 

suivants: 

elles sont formées de composants structuraux élancés et/ou minces et, par suite, 

Ies déplacements et les rotations peuvent devenir importants; 
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même si elles peuvent subir des grands déplacements et des grandes rotations? 

Ieurs déformations demeurent petites; 

elles nécessitent la prise en compte de la plasticité si l'on désire faire le calcul à 

la ruine pour connaître le degré réel de sécurité. 

Chacun de ces faits sera pris en considération dans ce travail, néanmoins les 

restrictions et hypothèses suivantes ont été faites: 

les imperfections mécaniques initiales (contraintes et déformations résiduelles) ne 

sont pas considérées; 

les déformations et les contraintes dues au gauchissement des sections transver- 

sales des poutres sont négligées; 

nous ne considérons que les forces conservatives; 

les phénomènes considérés se déroulent suffisamment lentement pour que les effets 

dynamiques et le fluage puissent être ignores. 

Ce cadre est déjà large et suffit amplement au but de la thèse. 

1.4 Plan de la thèse 

Pour atteindre les buts visés par ce travail, nous retenons la méthodologie suivante. 

Dans le chapitre deux. nous rappelons les équations de base de !a mécanique 

des solides déformables, sans spécialisation directe aux corps orientés et sans aucune 

restriction quant à l'amplitude des déformations et déplacements. Les concepts et les 

différents tenseurs et mesures couramment utilisés sont rappelés dans le but de clarifier 

certaines notions nécessaires au développement des chapitres relatifs a la théorie des 

corps orientés. 

Le chapitre trois traite de l'écriture des lois de comportement en présence de 

petites déformations. Nous y présentons les principales hypothèses et relations qui 

caractérisent le comportement des métaux usuels. De plus, nous donnons l'expression 

explicite des modules tangents élastoplastiques consistants relatifs aux corps massifs 
et orientés de type coque et poutre. 

Le chapitre quatre est consacré à l'examen général de la cinématique des grandes 

rotations et à la discussion des procédures de paramétrisation et de linéarisation du 
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champ de rotations ainsi qu'à l'établissementl après une brève introduction de l'algèbre 

de quaternion. des règles et des lois de composition et de mise à jour des rotations. 

Le chapitre cinq comprend les aspects numériques de la résolution des équa- 

tions d'équi-libre non linéaires, soit la discrétisation de la forme variationnelle et les 

techniques utilisées dans la recherche de la solution des relations fondamentales ainsi 
obtenues. 

Le chapitre six expose notre choix de paramétrisation des poutres courbes tri- 

dimensionnelles ainsi que les b o t  hèses cinématiques et constitutives qui permettent 

d'établir l'expression du principe des travaux virtuels et de retrouver les relations 

qui caractérisent la théorie non linéaire des poutres en membrane, flexion, cisaillement 

transversal et torsion sans gauchissement. Ce chapitre présente aussi les aspects numé- 

riques du modèle élément fini adopté, soit l'interpolation et l'actualisation des champs 

cinématiques et la discrétisation de la forme variationnelle permettant de définir le 
vecteur résidu et la matrice tangente. 

La théorie non linéaire des coques courbes, incluant les déformations de cisaille- 

ment transversal est le sujet du chapitre sept. Nous y présentons une description 

"exacte" des champs cinématiques et du processus de leurs mise a jour. Les lois de 
comportement et les aspects de discrétisation et  d'intégration associés au  modèle de 

coque proposé sont également présentés. 

La validation des algorithmes et des modèles de coque et de poutre proposés est 
faite au chapitre huit. Plusieurs e-uemples numériques sont présentés pour démontrer 

les performances et l'efficacité des divers éléments et  techniques formulés dans le cadre 

de cette recherche? notamment l'algorithme d'intégration implicite de la plasticité, 

l'intégration sur l'épaisseur de la coque et la section de la poutre, les grandes rotations 
et d'autres aspects. 

Le chapitre neuf oriente le travail vers la réalisation de deux études pratiques non 
linéaires. 

Finalement, une rétrospective de cette recherche et quelques recommandations 

concernant l'orientation des recherches futures sont proposées au dernier chapitre. 
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1.5 Intérêts pratiques et apports de la thèse 

Bien que l'utilité pratique de la thèse concerne avant tout les constructions métalliques 

civiles, elle intéresse aussi d'autres constructions, notamment mécaniques, aéronau- 

tiques et spatiales (carrosseries automobiles, fuselages, hélices, ailes d'avions, satellites, 

panneaux et antennes télescopiques, etc.). 

Nous pouvons aErmer que le résultat tangible de la thèse est la mise au point 

d'un modèle numérique d'éléments finis pour simuler le comportement pré et post- 

flambement de certains composants structuraux utilisés dans les constructions métal- 

liques avec la possibilite de tenir compte de la plastification de ces composants. Ce 

modèle permettra d'améliorer sensiblement l'analyse non linéaire, particulièrement au 

voisinage de la ruine, des structures métalliques et d'avoir une meilleure compréhen- 

sion du comportement global de la structure ainsi que le comportement individuel des 

éléments qui la composent. Il reste évident que les développements qu'ont entraîné 

cette recherche pourront être directement appliqués, ou étendus si nécessaire, à toute 

autre structure, quels que soient sa forme géométrique et ses matériaux constituants. 

Plus spécifiquement, nous considérons avoir contribué au développement et à 

l'amélioration des aspects suivants: 

1. Aspects théoriques: 

O application générale (tridimensionnelle) et particulière (après l'introduction 

des hypothèses cinématiques concernant les coques et les poutres) de l'algorithme 

du retour radial au modèle élastoplastique adopté et déduction de l'expression 

explicite du module tangent élastoplastique cohérent avec l'algorithme du 

retour radial et préservant la convergence quadratique de l'algorithme de 

Newton-Raphson. 

présentation claire de la cinématique des rotations finies et différentielles. 

Celle-ci a été développée sous forme algébrique et expliquée en termes concis, 

permettant sa compréhension et sa mise en œuvre sur ordinateur. Cette 

présentation s'adresse aux lecteurs qui désirent comprendre les grandes ro- 

tations et les notions qui s'y rattachent sans passer par l'algèbre de Lie, 
nécessitant des connaissances mat hématiques approfondies. Elle est donc 

utile à la fois aux étudiants et chercheurs en sciences appliquées et aux 

ingénieurs. Les connaissances mathématiques requises sont celles d'un in- 

génieur (calculs matriciel et ditférentiel). 
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application de la théorie des grandes rotations dans le contexte des corps 

flexibles o~en tés?  basés sur l'h-ypothèse de Reissner-Mindlin. Cela nous a 

pennis d'établir un champ "exact" des grands déplacements et grandes ro- 

tations des coques et des poutres tridimensionnelles courbés. Relativement 

à ces modèles: 

la  méthode de plastification progressive est adoptée pour l'analyse élas- 

toplastique; 

la  méthode des normales moyennées aux nœuds est utilisée pour obte- 

nir une géométrie présentant une continuité de type Co; utile dans le 

traitement des intersections; 

une technique de pénalisation de la rigidité du cisaillement transversal 

est utilisée a h  d'empêcher la domination numérique de l'énergie du 

cisaillement transversal sur l'énergie de flexion et assurer une représen- 

tation acceptable des relations du modèle de Kirchhoff; 

les mesures de déformations et les lois de comportement proposées sont 

présentées, de même que te calcul variationnel et l'actualisation des 

entités cinématiques; 

la matrice de rigidité et le vecteur des forces internes sont explicités en 

vue d'une résolution des équations non linéaires statiques basée sur la 
méthode de Newton-Raphson. 

2. Aspects numérique et technique: 

mise au point d'un code de calcul sophistiqué et industriel3, hiérarchisé 

de façon à permettre à l'utilisateur de diviser son problème en plusieurs 

analyses séquentielles. Ceci permet de combiner plusieurs type d'analyses 

(analyse élastoplastique suivie d'une analyse de stabilité tenant compte des 

contraintes et déformations résiduelles) et changer les données d'une analyse 

à une autre (supprimer les éléments inutiles, changer les sollicitations, les 

conditions aux limites, les paramètres de résolution, etc.). Afin d'augmenter 

l'efficacité du code, nous lui avons intégré: 

- - 

3Ce code constitue la version améliorée du logiciel CLEF [DE921 
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(a) de nouveaux élément finis non linéaires à interpolation linéaire et qua- 

dratique. considérés très ut iles pour l'analyse élastique et élastoplas- 
tique, en grands déplacements et en grandes rotations, des poutres et 

coques minces ou épaisses; 

(b) un processus exact de mise à jour de la géométrie (translation et rota- 

tion) tenant compte de la nature non vectorielle des rotations; 

(c) des techniques de résolution et des critères de convergence accommo- 

dant les rotations ou autres grandeurs présentant des ordres de gran- 

deurs différents; 

(d) une stratégie d'incrément ation eEcace permettant d'ajuster automati- 

quement à chaque pas le paramètre imposé (incrément de charge, de 

déplacement ou de la longueur d'arc) suivant le degré de non-linéarité 

du problème et les caractéristiques de convergence du pas précédent; 

(e) une procédure de sauvegarde des calculs pour un usage ultérieur. 

3. Aspect pratique: 

réalisation de d e u  études pratiques, une touchant des panneaux ondulés et 

l'autre un camion forestier. 
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Chapitre 2 

Mécanique des solides déformables 

2.1 Introduction 

Nous présentons dans le présent chapitre un résumé des principaux concepts utilisés 

en mécanique des milieux continus. Ce résumé a pour but de clarifier certaines nota- 
tions et définitions nécessaires au développement des chapitres relatifs à la théorie des 
corps orientés ou théorie assujettie [Fre78]. Les équations de base de la théorie tri- 

dimensionnelle des corps massifs ou théorie intrinsèque [Frei81 seront présentées sans 

spécialisation directe aus corps orientés et sans aucune restriction quant à I'amplitude 

des déformations et  déplacements: nous préciserons en temps opportun les limita- 
tions et ammages que ces restrictions apportent dans chaque cas particulier où nous 
les emploierons. Deus aspects généraux de la mécanique tridimensionnelle sont alors 

succinctement rappelés dans ce chapitre, soit la cinématique permettant de livrer les 
relations à caractères géométrique et cinétique permettant d'exprimer l'équilibre méca- 

nique sous forme forte (relations aux dérivées partielles) et sous forme faible (relation 
du travail virtuel). Les lois constitutives caractérisant le comportement des matériaux 
composant le corps étudié feront l'objet du chapitre 3. 

Les références qui ont servi à l'élaboration de ce chapitre sont principalement: 
Green et Zerna [GZ68], Malvern [Mal69], Chung [Chu88], Frey [Fre78], Batoz et Dhatt 
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[BD86bl. Chariier [Cha871 Fafard [Faf87] et El Mouatassim [EM891. 

2.2 Aspects cinématiques 
2.2.1 Configurations et repères 

Considérons un corps solide continu -4 constitué d'un ensemble de particules matérielles 

P occupant à L'instant t un volume V de l'espace euclidien, borné par une frontière 

S. L'état. dans lequel se trouve le solide à cet instant. définit ce qu'on appelle la 

configuration actueZle du solide. Cette configuration notée Ct est caractérisée par un 

ensemble de variables cinématiques et mécaniques, telles que: 

les positions géométriques x des particules matérielles occupant le volume V 

limité par la surface S: 

les vitesses et accélérations des particules matérielles x et x; 

0 les contraintes et les déformations internes aux points matériels a et E ;  

la masse volumique p, les sollicitations par unité de volume fv et les sollicitations 

par unité de surface fs. 

La description de ces variables en fonction des positions spatiales x est appelée des- 

cription spatiale ou encore description eulerienne. Généralement en mécanique des 

structures quand on parle de configuration connue, on sous entend que toutes les quan- 
tités cinématiques et mécaniques caractérisant la configuration sont connues. Souvent, 

l'analyste introduit une conjguration de référence. notée Co, qui est une configuration 

particulière connue de la structure à un instant to et fait la description au cours du 

temps des transformations géométriques que subit la structure quand elle se déplace de 

cette référence. Les variables d 'état définies ci-dessus sont alors décrites en fonction 

des positions matérielles X des particules dans la configuration Ca. Cette formulation 

est appelée en général description matérielle ou lagrangienne et en particulier descrip- 

tion lagrangienne totale si elle est écrite relativement à l'état naturel de repos non 

chargé. 

Pour décrire une variable d'état (vectorielle ou tensorielle) d'une configuration 

donnée il est commode de l'exprimer en terme de ses composantes. Ces composantes 

sont associées à un système de coordonnées qui définit en chaque particule matérielle un 

ensemble de vecteurs de base. Les vecteurs de la base cartésienne [&]i=1,2,3 sont toujours 



"orthonormés" et dans la même -'direction2 en tous les points (figure 2.1). Bien que ce 

système soit plus simple à utiIiser. nous avons besoin d'un système de coordonnées plus 

"général". puisque nous aurons à considérer ultérieurement des coques et des poutres, 

pour lesquelles il est pratique de décrire les contraintes et déformations en terme des 
directions associées à la surface de la coque (ou aux Lues définissant la poutre) et qui 

changent souvent d'un point à u n  autre de la surface et d'une configuration a uzte autre. 

Cette préférence nous amène à associer au corps solide dans une configuration donnée, 

un ensemble de vecteurs de base. choisis linéairement indépendants et spécifiés par la 

donnée de leurs cosinus directeurs par rapport au système cartésien global (ZL, Z2,  Z 3 ) .  
Xous introduisons alors les vecteurs de base g, (a = 1.2.3) pour exprimer les variables 

d'état associées à la configuration actuelle et G, (a = 1: 2,3)  pour exprimer celles de 

la configuration de référence. La base [g,],,l,2,3 est associée au corps solide dans 

sa configuration actuelle. soit quand le point en question est en x; alors que la base 

[GQ]o=1.2.3 est associée au corps dans sa configuration de référence, quand le même 
point se troulait en X. Les 1-ecteurs respectifs de ces bases ne sont en général ni 

unitaires. ni orthogonaus- Pour cette raison et afin de faciliter la représentation de 

certaines relations. nous avons besoin d'introduire les vecteurs contravariants g" et G" 
vérifiant: 

où 6; est le symbole de Kronecker défini par 

Ainsi tout vecteur et tout tenseur, associés a la configuration actuelle par exemple, 

tel que le vecteur position x et le tenseur métrique g, peuvent s'exprimer dans les bases 

covaBante et emphcontramriante liées à cette configuration par: 
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Figure 2.1: Systèmes de coordonnées dans les configurations de référence Co et actuelle 
ct. 

Remarques 

- Nous utilisons dans cette thèse les indices latins à la place des indices grèques pour 

distinguer, dans certains cas, entre les composantes cartésiennes d'un vecteur v et 

ses composantes dans une base générale telle que [ga]a=L,2,3. Ainsi ai (i = 1,2,3)  
est la composante du vecteur v suivant l'axe cartésien Zi (suivant ri), tandis que 

a" est la composante contravariante de v le long du vecteur de base g,. 

- En utilisant le produit vectoriel avec les relations ( 2 4 ,  nous pouvons exprimer 

les vecteurs de base contravariants en terme de la base covariante et inversement. 

Par exemple: 

où E est un scalaire donné par le produit mixte 

et inversement, 
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2.2.2 Gradient de déformation 

L'action des sollicitations de surface et/ou de volume provoque en général dans le corps 

solide des déformations et des mouvements de corps rigide. On dit que le corps continu 

se "déforme". si la position relative d'au moins deux de ses particules matérielles change 

au cours du temps. Si, par contre, la  distance entre chaque couple de particules reste 

constante durant le mouvement du corps, ce dernier subit alors un mouvement de corps 

rigide constitué de translations et de rotations; translations et rotations sont pour cette 

raison appelés déplacements du corps rigide. 

Nous adoptons dans la suite de ce chapitre le point de vue Iagrangien. Donc, si X 
est la position occupée par une particule matériel2e dans la configuration de référence, 

la description du mouvement du corps est donnée par la relation 

qui est une bijection ponctuelle entre la position initiale X de la particule matérielle et 

la position x à l'instant t de cette même particule matérielle; la transformation (2.2) 
peut toujours être inversée si on veut connaître X connaissant x et t. Considérons 

a présent deux particules voisines, situées en X et X + dX dans la configuration de 

référence. Dans la configuration actuelle nous devons avoir, en utilisant l'équation (2.2) : 

ou encore. en introduisant le tenseur F = âx/dXo dit tenseur gradient de déformation: 

Comme le comportement matériel dépend de la déformation du solide et non de 

ses déplacements de corps rigide, ces composantes du mouvement au voisinage d'un 

point matériel doivent être distinguées. Examinons alors la jauge infinitésimale d X  
émanant de la particule initialement en X et désignons ses longeurs initiale et actuelle 
par dL et dl respectivement, telle que: 

Nous pouvons ainsi définir une mesure d'élongation par le rapport: 
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dit rapport d'élongation. de sorte que si X = 1 il n'y a pas de déformation de ia jauge: 

elle subit des déplacements de corps rigide seulement. Combinons maintenant cette 

équation avec l'équation (2.4) afin d'obtenir la relation 

= N - C - N  (2-6) 

qui fait apparaitre le yecteur unitaire N dans la direction de la jauge dX et  le tenseur 
de Cauchy-Green droit C 

c = F * - F  

L'équation (2.6) montre comment mesurer, en n'importe quel point matériel (dé- 

fini par X ou par x): le rapport d'élongation associé à une direction quelconque N. 

Par ailleurs. la résolution du problème aux valeurs propres 

permet d'obtenir les valeurs stationnaires de X~ > O et de déduire ainsi les trois valeurs 
propres: réelles positives XI, Xlr, AlII, dites élongations principales, avec leurs trois 

vecteurs propres respectifs. NI, NIr, NIII, dits directions principales de déformation. 
Ces vecteurs sont orthogonau si les valeurs propres correspondant sont différentes. 
Ils peuvent être orthogonalisés sinon. En vertu de l'équation (2.4), ils se transforment 

dans la configuration actueIle en nr, XII nrr, XrIr n r r ~  tels que 

= I - F - ~ r ,  etc. 
Xr 

Nous pou\-ons montrer que les vecteurs n ~ ,  n r ~ ,  n I r ~ ,  définissent également une base 
orthonormée [BD86b] - Par conséquent: 

où R est le tenseur de rotation de  corps rigide pure, vérifiant RT = R-l. La compa- 

raison des directions principales dans la configuration actuelle et de référence permet 
donc d'isoler la rotation du corps rigide et l'élongation. Autrement dit, la détermina- 

tion des élongations principales et leurs directions dans les configurations actuelle et 



Mécanique des solides déforma bles 31 

originale fournit une solution au problème d'isoler les déformations pures du mouve- 
ment de corps rigide au voisinage d'un point matériel. 

Considérons maintenant. dans la configuration de référence, une jauge infinitésimale 

dXr ,  dirigée suivant N I .  Cette même fibre matérielle se verra dans la configuration 

actuelle, orientée vers ia direction nr et étirée par X I ,  tel que 

dxr = XI R -  dXr 

Il en est de même, le long des autres directions principales, 

dxIr = X I I  R - dXIr  et  dxrrI = Xr i r  R dXIrr 

Puisque NI, Nlr et N I I I  forment une base orthonormée, toute fibre matérielle infini- 

tésimale dX en X peut être exprimée en terme de ses composantes dans cette base: 

dX =  XI + ~ X I I +  d ' r r r  

où 

c l X r = N I @ N r * d X  

Comme défini précédemment, chacun des vecteurs d X I  se transforme en d x ~  de sorte 
que Ie la jauge actuelle dx s'exprimera comme suit: 

que nous écrivons 

d x = R . U - d X  

Le vecteur dx peut par ailleurs s'écrire 
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conduisant à 

d x = V - R - d X  

Les tenseurs U et V, symétriques et définis positifs, sont appelés respectivement, 

le tenseur d'élongation droit et le tenseur d'élongation gauche. La comparaison des 

équations (2.7) et (2.9) avec la définition du gradient de déformation, équation (2.4), 
montre que 

F = R . U = V . R  (2.11) 

qui traduit le théorème de décomposition polaire: tout mouvement peut être consi- 

déré comme une élongation pure suivie d'une rotation de corps rigide, sinon d'une 

application successive d'une rotation de corps rigide et d'une élongation pure. Le 
théorème de décomposition polaire est important puisqu'il permet de distinguer les 
parties élongation et rotation d'un mouvement. En terme explicites, F décrit complè- 

tement les mouvements relatifs des particules matérielles dans le voisinage infinitésimal 

de la particule matérielle qui occupait la position X dans la configuration de référence; 

le tenseur d'élongation U (ou bien V) définit complètement la déformation pure de 

la particule matérielle en X et le tenseur orthogonal R définit la rotation du corps 

rigide des directions principales de déformation (Nr dans la configuration de référence; 

nr dans la configuration actuelle). La Bgure (2.2) schématise les caractéristique de la 
décomposion polaire dans le cas plan. 

Figure 2 -2: Décomosition polaire. 
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Des notions précédentes, on établit un résultat important: U - 1 doit être non nul 

en s'il y a une déformation quelconque du matériau au voisinage immédiat d'un point 

originairement en X et actuellement en x. En effet! si F = R seulement, on sait qu'il 

n'y a pas de déformation du matériau au point en question: puisque dans ce cas U = I 
et donc X I  = X I I  = hIII  = 1. Dans ce sens U - 1 (et: de là' U lui même), suffit pour 

définir la composante déformable d'un mouvement (il contient toutes les informations 

exceptée la rotation de corps rigide du point considéré). Ce résultat a permis, comme 

nous allons le montrer ci-après, de généraliser les mesures de déformation utilisées 

dans le cas unidimensionnel au cas tridimensionnel. Une description des rotations fera 

l'objet d'un autre chapitre, étant donné leur importance dans le cadre de ce travail. 

2.2.3 Mesures de déformation 

Pour comprendre la notion de mesure de déformation dans le cas des mouvements 

généraux, il y a lieu de considérer le concept de déformation dans le cas unidimensionnel 

au départ, ensuite de le généraliser aux mouvements arbitraires, en s'appuyant sur le 

théorème de décomposition polaire qui vient d'être dérivé- 

Dé format ion unidimensionnelle 

La mesure de déformation la plus intuitive dans le cas unidimensionnel est le rapport 

d'élongation A. Cependant, une telle mesure n'est pas toujours adéquate. Pour bien 

voir où il est utile et où il ne l'est pas, remarquons d'abord que la valeur non contrainte 

de X est égale à 1.0. Un matériau caoutchouteux peut voir sa longueur doubler ou même 

tripler quand on l'étire, si bien que la valeur du rapport d'élongation X  peut facilement 

atteindre 2 ou plus. Par opposition, l'élongation à la plastification d'une composante 

structurale constituée d'un métal usuel de construction (acier doux par exemple) et 

conçue pour répondre élastiquement sous les charges d'exploitation auxquelles elle sera 

soumise, est ordinairement de l'ordre de 1.001 en traction et 0.999 en compression. On 
voit bien que dans ce cas le rapport d'élongation ne peut pas être considéré comme 

une bonne mesure de déformation, puisque les nombres intéressants ne commencent 

à, apparaître qu'au quatrième chiffre significatif. Pour éviter ce désagrément, on a 

introduit le concept de déformation. L'essence de l'idée est que la déformation est 

nulle en X = 1, quand le matériau est non contraint. 

En une dimension, on définit la déformation le long d'une jauge dX en fonction 
de l'élongation A: 

E = f (4 
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et on introduit le concept de déformation dans le but de guider le choix de la fonction 

f .  Pour voir l'implication de ce concept, supposons que E soit développée en séries de 

Taylor autour de l'état non déformé: 

Nous devons avoir f (1) = O, de sorte que E = O en A = 1. Vous choisissons aussi 

dfl~!XI~,~ = 1, afin de pouvoir retrouver la définition habituelle de la déformation: 

"changement de longueur par unité de longueur" et assurer que toutes les mesures 

de déformations définies de cette façon donneront la  même valeur numérique, suivant 

l'ordre d'approximation, dans le cas des problèmes unidimensionnels à petites défor- 

mations. Finalement: nous exigeons que df /dX > O pour toutes les valeurs de X > 0, 
de façon à assurer une croissance '?nonotone" de la dkformation et faire correspondre 

à chaque valeur d'élongation une valeur unique de déformation1 

Malgré ces restrictions, f (1) = O ,  df/dXIA=l = 1 et d f / d A  > O pour tout X > 0, 
un choix de mesures de déformation s'offre toujours à nous. Parmis les plus connues, 

nous retrouvons : 

déformation classique (de Biot): f(X) = A -  1 

a déformation logarithmique (de Hencky ) : f (A) = in X 

déformation de Green- Lagrange: f ( A )  = (A2 - 1) 

déformation d' Almansi: f (A) = $ (1 - r2) 

Toutes ces mesures satisfont les restrictions de base. Évidemment plusieurs fonctions 

de déformation sont possibles2; le choix est strictement une question de commodité. 

Vue que la déformation joue habituellement le rôle d'un lien entre la cinématique et 

les lois de comportement, la commodité du choix dans le contexte éléments finis est 

INous pouvons toutefois exiger que df /dX < O, ce qui implique tout simplement que la déformation 
soit considérée positive en compression quand X < 1, Ce choix est généralement adopté dans les livres 
de mécanique des sols, du fait que les déformations (et les contraintes) impliquées dans les problèmes 
géotechniques sont souvent de type 'icompression'y. Nous adopterons dans ce travail la convention 
qu'une déformation positive représente une traction, quand X > 1- 

'La fonction f est souvent choisie de la forme (A2"" - 1)/2m. 
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dictée par deux considérations: l'aisance avec laquelle la déformation peut être cal- 

culée a partir des déplacements, étant donné que ces derniers sont ordinairement les 

variables de base dans le modèle élément fini, et la justesse de la mesure de déformation 

relativement au modèle de comportement. Par exemple, il semble que la déformation 
logarithmique est particulièrement appropriée a la plasticité des métaux et la déforma- 

tion de Green-Lagrange convient pour les problèmes entraînant des grands mouvements 

mais seulement des petites déformations, tandis que l'analyse en grandes déformations 

élastiques des caoutchoucs et matériaux similaires peut être faite d'une manière tout à 

fait satisfaisante sans avoir recourt a aucune mesure de déformation excepté le rapport 

d'élongation A. 

Déformation tridimensionnelle 

Dans la section (2.2.2), nous avons établi que la déformation pure au voisinage d'un 
point matériel est complètement caractérisée par six variables: les trois élongations 

principales (AI, X I I ,  et X I I I )  et l'orientation des trois directions principales d'élongation 
dans la configuration de référence (ou actuelle). Ce résultat permet immédiatement 

de généraliser la notion de mesure de déformation au cas tridimensionnel. En effet, 

en s'appuyant sur le concept de base introduit ci-haut, nous choisissons la fonction 

unidimensionnelle f qui sera utilisée comme mesure de déformation. Par conséquent, 

EI = f ( X I )  sera la déformation le long de la première direction principale N I ;  €11 = 
f ( X I I )  la déformation le long de N I I  et = f ( A I I I )  la déformation le long de N I I ~ .  

L'état de déformation au point matériel peut être alors complètement caractériser par 
le tenseur3 : 

e = Er Nr C3 N I  + & I I  Nrr 63 Nrr + Errr  Nrrr 8 Nrrr (2.13) 

Dans cette équation nous avons exprimé le tenseur en fonction des directions principales 

d'élongation dans la configuration de référence. Nous aurions pu également décomposer 

le gradient de déformation F en une rotation suivie par une élongation des directions 

principales: E serait défini d'une manière similaire et serait alors associée aux directions 

principales dans la configuration actuelle. 
Choisir la fonction f ne suffit donc pas pour définir la mesure de déformation (2.13). 

3 ~ o t o n s  Ia ressemblance avec la définition du tenseur d'élongation pure droit, équation (2.8): nous 
pourrions définir E par la fonction tensoride E = f (U), où nous entendons qu'une fonction tensorielle 
signifie d'une part que les deux tenseurs ont les mêmes directions principales et d'autre part que 
leurs valeurs principales sont reliées par la définition de f. Reste cependant que cette notation est 
insufüsante pour indiquer la relation entre les deux teneurs. 



Sfécanique des solicies déforma bles 36 

Il nous faut les élongations principales (Ar ,  Arr, et .Arrr) et leurs directions respectives 

Nr, Nrr et N r r r  Celles-ci peuvent être obtenues immédiatement à partir du calcul 
des valeurs et des vecteurs propres du tenseur C = FT F, étant donné que: 

Une fois ces variables obtenues, nous calculons, pour la fonction f choisie comme 

mesure de déformation, les valeurs EX = f ( X I ) ,  etc. et nous construisons à partir de 

l'équation (2.13) le tenseur E. M a l g r é  sa généralité, cette façon de procéder est très 

coûteuse dans le contexte éléments finis, puisque elle nécessite le calcul des valeurs et 

des vecteurs propres d'une matrice 3 x 3 en chacun des différents points du modèle 

et en chacune des diverses itérations. Il serait donc souhaitable et moins coûteux que 

E puisse se calculer à partir de F. Ceci est possible seulement pour certains choix de 
mesure de déformation, f ( A ) .  Nous considérons dans ce qui suit une de ces possibilités. 

Comme le tenseur identité 1 peut s'écrire 

nous obtenons donc, en utilisant l'équation (2.14): 

En comparant cette équation avec l'équation (2.13) et en s'appuyant sur la définition 

de la déformation unidimensionnelle de Green-Lagrange: 

nous déduisons la définition du tenseur de déformation de Green-Lagrange, soit: 

Une autre définition du tenseur de déformation de Green-Lagrange est obtenue en 

utilisant F FT à la place de FT F, de sorte que le tenseur de déformation soit 

défini sur la configuration actuelle au lieu de prendre comme base la configuration de 
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référence4 : 
1 1 

~ g = - ( F - F * - I )  = - ( B - I )  
2 2 

où B est le tenseur de Cauchy-Green gauche, défini par: 

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange est donc directement dérivable à 

partir du gradient de déformation sans avoir recours au calcul des valeurs et direc- 

tions principales. Ceci rend la déformation de Green-Lagrange plus attrayante sur le 

plan calcul. Rappelons toutefois que le choix d'une mesure de déformation devrait 
être optimale, tirant partie de la facilité de calcul et de la justesse de la déforma- 

tion. Nous avons déjà suggéré que la déformation logarithmique est la plus juste pour 

les matériaux elastoplastiques ou élastoviscoplastiques pour lesquelles les déformations 

élastiques restent toujours petites. Il apparaît donc que la facilité du calcul de la dé- 

formation de Green-Lagrange ne peut être utilisée pour justifier son choix. Cependant, 

le choix de la fonction déformation, f (A): était restreint de sorte que, pour les petites 

déformations mais grandes rotations, toutes les mesures de déformations soient iden- 

tiques, suivant l'ordre de l'approximation. Ainsi, pour de tels cas, la déformation de 
Green-Lagrange constitue un choix judicieux pour le calcul de la déformation5. 

Finalement, il est bon de noter que la mesure bien connue des petites déformations 

est seulement valable pour les problèmes à petits gradients de déplacements. 

2.2.4 Taux de déformation 

Plusieurs matériaux ont un comportement dépendant du chemin parcouru, de sorte 

que leurs relations constitutives font souvent intervenir des incréments des contraintes 

4La seule différence entre les deux définitions du tenseur de Green-Lagrange est la configuration 
dans laquelle le tenseur est défini: soit nous pensons au mouvement comme une élongation U le long 
des axes principaux d'élongation, suivie par une rotation de corps rigide de ces axes, R; soit comme 
une rotation des axes principaux d'élongation, R, suivie par une élongation le long de ces axes, V. 
Nous avons adopté la première définition, équation (2.15), pour rester consistant avec la définition 
que nous avons donné à la fonction déformation prise sur la configuration de référence. 

5La déformation de Green-Lagrange est communément utilisée dans la formulation des problèmes 
de structures minces (poutres, plaques et coques), car la minceur ou l'élancement des composantes 
permet souvent aux grandes rotations de se produire avec des déformations plutôt petites. 
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et des déformations. Yous introduisons ici différentes relations faisant intervenir des 
taux de déformation- L a  vitesse d'une particule matérielle occupant la position X dans 
la configuration de référence est définie à partir de la relation 2.2 par6: 

La différence de vitesse entre deux particules voisines dans la configuration actuelle 

ou encore, en introduisant le tenseur non symétrique L = ûv/dx,  appellé tenseur 

gradient des vitesses dans la configuration actuelle: 

En remplaçant dans cette relation dx par son expression (2.4), nous obtenons: 

La différence 

avec 

de vitesse peut s'exprimer aussi bien par: 

d 
d v =  -(F.~x) =@-a 

ât 

La comparaison des deux expressions de d v ,  en terme de &X dans la configuration de 
référence, conduit ainsi à 

Le tenseur L se décompose en une partie symétrique liée à la vitesse de déformation 
de la matière et une partie antisymétrique liée à la vitesse de rotation de la matière7. 

'Nous adoptons ici le point de vue lagrangien: nous observons une particule matérielie et suivons 
son mouvement, plutdt que de repérer un point fixe dans l'espace et surveiller le passage du matériau 
B travers ce point. 

'Tout comme dans la théorie de petits déplacements, où on décompose le gradient des déplacements 
infinitésimaux, L = &, en déformations et rotations infinitésimales. 
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La partie symétrique de la décomposition constitue se qu'on appelle le tenseur taux de 

déformation: 

quant à la partie antisymétrique, elle définit le tenseur taux de rotation: 

Dans la configuration de référencel le taux du tenseur de déformation de Green- 

Lagrange est obtenu par simple dérivation par rapport au temps de la relation (2.15): 

En tenant compte de l'éqution (2.18)' nous déduisons la relation entre L~ et D: 

aG peut être considéré comme étant le transporté par F du tenseur taux de déformation 

D. Nous montrons que D et bG s'annulent dans un mouvement de corps rigide [Cha87). 
Ils peuvent donc être utilisés directement dans l'écriture d'une loi de comportement. 

2.3 Cinétique 
2.3.1 Équilibre du milieu déformable et travail virtuel 

Plusieurs problèmes dont on s'intéresse en mécanique des structures nécessitent la re- 

cherche d'une solution approchée (par éléments finis) des déplacements, déformations, 

contraintes, et forces, et, possiblement d'autres variables telle que la température, 

permettant de caractériser l'état d'un corps solide le long de son histoire de charge- 

ments. La solution exacte d'un tel problème nécessite la conservation en tout temps de 

l'équilibre des forces e t  des moments, sur un volume arbitraire du corps. La méthode 

des éléments finis est basée sur l'approximation de ces conditions d'équilibre en les 

remplaçant par une condition faible qui consiste à conserver l'équilibre dans un sens 

moyen sur un nombre fini de divisions du 

8Le terme "chargement" sous-entend une série 
recherchée. 

volume du corps solide. Dans cette section, 

d'évènements pour lesquels la réponse du corps est 
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nous formulons les équations d'équilibre exactes et nous les écrivons sous la forme d'une 

formulation du travail rinuel. mile pour les modèles éléments finis en déplacements. 

Soit I' le volume occupé par le corps solide dans la configuration actuelle, et soit S la 
surface délimirant ce 1-olume. Si nous désignons par fs la force de traction en un point 

quelconque de S par unité d'aire actuelle et par fv la force de voiume en un point 

quelconque situé à l'intérieur de 1- par unité de volume actuel, l'équilibre des forces 

pour ce volume occupé par le matériau considéré est alors 

~ f s d ~ - + ~ T f v d v = ~  (2.22) 

Le tenseur des contraintes ~miw ou de Cauchy a en un point de S est défini par 

f s = u . n  (2.23) 

où n est la normale à S en ce point. En utilisant cette définition, dite formule fonda- 

mentale de Cauchy. lëquation (2.22) devient 

L'application du théorème de Gaussg sur l'intégrale de surface de l'équation d'équilibre 

De là, l'équation d'équilibre prend la forme 

pour un mlume arbitraire 1 -. ce qui procure en chaque point les équations différentielles: 

Les équations (2 .24  représentent les trois équations différentielles bien connues expri- 

mant l'équilibre local des forces. En les dérivant, nous n'avons émis aucune hypothèse 

'Le théorème de Gauss permet de transformer une intégrale de surface en une intégrale de volume 
suivant la formule 

où 3 désigne une fonction continue quelconque (scalaire, vectorielle ou tensorielle). 
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quant à L'amplitude de la déformation ou de ia rotation; ces équations constituent la 

formulation exacte de l'équilibre des forces pourvu que nous soyons précis dans nos 

définitions de forces de traction, forces de volume, contraintes (contraintes de Cauchy, 
déh i e s  par l'équation (2-23)), volume et aire. 

En l'absence de couples agissant sur le volume: I'équation d'équilibre des moments 

est écrite dans le cas général en prenant les moments par rapport à l'origine: 

L'utilisation du théorème de Gauss avec cette équation conduit au résultat: 

exprimant le fait que le tenseur de Cauchy doit être symétrique'0. 

L'équilibre global du solide dans la configuration actuelle peut être exprimé par 

le principe des travaux virtuels sous la forme: 

où 6v est un champ de vitesses virtuelles cinématiquement admissible: il doit respec- 

ter les conditions aux limites et la continuité du solide, c'est-à-dire être continûment 

dérivable sur V. 

La règle de dérivation nous permet d'écrire 

ainsi 

'Ohversement, supposer que le tenseur des contraintes est symétrique laisse entendre que 1'6quilrbre 
des moments est automatiquement satisfait et pour cette raison nous n'avons besoin de considérer 
que l'équilibre en translation quand nous écrivons explicitement les équations d'équilibre. 
"Le principe des travaux virtuels (ou des puissances virtuelles) consiste à remplacer les trois tiqua- 

tions d'wuilibre représentées par l'équation (2.24) par une seule équation scalaire equivaiente dite 
fonne intégrale en déplacement: obtenue en multipliant au départ les équations différentielles par une 
fonction vectorielle arbitraire, appelée fonction test (pouvant être imaginée comme étant un champ 
de déplacements ou de vitesses virtuelles), ensuite en intégrant sur le volume en entier. 
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(application du théorème de Gauss) 

(utilisation de la définition (2.23)) 

Par conséquent, la formulation du travail virtuel, équation (2.26), peut s'écrire 

Le tenseur non symétrique = bL est appelé gradient des vitesses virtuelles dans 

la configuration actuelle. Il se décompose en une partie symétrique dD et une partie 

antisymétrique 6 i l  

appelées respectivement tenseur taux de défornation uirtvelle et tenseur taux de rota- 

tion virtuelle. Avec ces définitions, le travail virtuel s'exprime finalement sous la forme 
'Lclassique'7: 

est le travail virtuel externe accompli par les forces extérieures sujettes à la perturbation 
virtuelle 6v et 

wint=/yu:  6 ~ d ~  (2.29) 

est travail virtuel inteme12 accompli par les contraintes sur le taux de déformation 

12pour ontenir cette forme, nous utilisons la propriété suivante: 

car a est symétrique et par conséquent 

a : 6 L = a : d D + a : 6 S 2 = u : ~  
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résultant de la perturbation bv. Cette dernière équation implique que le tenseur des 

contraintes de Cauchy a est conjugué'3 au tenseur taux de déformation virtuelle 6D. 

Le principe du travail virtuel, exprimé par la forme intégrale (2.27), représente 

la f o n e  faible des équations d'équilibre. Il constitue la formulation d'équilibre de 

base dans l'établissement des modèles éléments finis en déplacements, comme nous le 

verrons ultérieurement. Son avantage, à cet égard, est qu'il permet d'introduire des 

approximations en choisissant des fonctions tests pour le champ des vitesses virtuelles 

qui ne sont pas entièrement arbitraires, mais dont la variation est iimitée à un nombre 

fini de valeurs nodales. Cette approche procure aux approximations une base mathé- 

matique plus robuste que l'alternative de discrétiser directement les dérivées dans les 

équations différentielles d'équilibre en un point, qui est le point de départ typique de 

l'approche différences finis pour le même problème. 

2.3.2 Mesures de contraintes 

11 est naturel de penser que les contraintes et les déformations soient des variables 

conjuguées, mais jusqu'à ici nous avons seulement des contraintes %aies", et un grand 

choix de mesures de déformation possibles. Nous introduirons dans ce qui suit le 

concept de conjugaison [Md691 permettant d'associer, d'une façon plus précise, la 

mesure de déformation choisie au tenseur de contraintes qui lui est conjugué. 

Il convient de considérer qu'un corps matériel, possède un état naturel, élastique, 

auquel il retournera une fois déchargé. Pour un matériau parfaitement élastique tel 

un caoutchouc, cet état de référence sera toujours l'état original, non contraint. Pour 

un matériau risquant la plastification, tel un métal! cet état de référence sera éven- 

tuellement modifiée par les déformations plastiques irréversibles. En plus, il est admis 

que l'élasticité d'un matériau dérive d'un potentiel thermodynamique écrit par rapport 

à cet état de référence, de sorte que, pour des déformations isothermes, il existe une 

fonction potentielle élastique Li1*, dite densité d'énergie de déformation, définie par 

unité de volume naturel de référence. Sur cette base, nous introduisons le "concept 

de conjugaison" en écrivant le taux de travail interne (puissance développée par les 

l31ù conjugué signiûe conjugué par rapport au travail virtuel dans la configuration actuelle, dans le 
sens où la multiplication des deux tenseurs définit le travail virtuel par unité de volume actuel a : 6D. 

I4Une fonction scalaire d'une des mesures de déformation, dont la dérivée par rapport a une des 
composantes de la déformation détermine la composante correspondante de tenseur des contraintes. 



-.lécaniq ue des solides déforma bles 44 

contraintes) par unité de volume dans l'état de référence élastique comme 

où E, est un choiu particulier du tenseur de déformation, dérivé suivant les règles 

discutées dans la section (2-2.3)' et r, est à présent le tenseur de contraintes qui lui 
est conjugué. 

Tout comme dans l'équation (2.27), nous pouvons exprimer le taux de travail interne 

associé au champ de vitesses réelles v en terme du tenseur de contraintes de Cauchy 
et du tenseur taux de déformation: 

Cette puissance interne se réécrit comme une intégrale sur le volume naturel de réfé- 
rence: 

où J = d V / d V o  est le jacobien de la transformation entre le volume naturel de référence 

et le volume actuel. Donc. selon le concept de conjugaison tout juste défini, la mesure 

de contraintes définie par 

r = J u  (2.31) 

est conjuguée par rapport au travail à la mesure de déformation dont la variation par 

rapport au temps est le tenseur taux de déformation D = sym (2). Cette mesure 

de contraintes, utilisée essentiellement dans le développement des lois constitutives 

en grandes déformations, est appelée tenseur de contraintes de  Kirchhofi. Pour les 

problèmes impliquant non pas des grandes déformations mais des grands déplacements 

et des grandes rotations, la discussion sur les mesures de des déformation suggérait 

l'utilisation du tenseur de déformation de Green-Lagrange. Cherchons alors la mesure 

de contrainte conjuguée par rapport au travail à la déformation de Green-Lagrange. 

Étant donné que le taux du travail interne par unité de volume de référence est 

Ù= J C : D  

il vient donc, compte tenu de l'équation (2.21): 

Par conséquent, la mesure de contrainte conjuguée par rapport au travail à cG est 
définie par le tenseur: 

S =  J F - ' - ~ - F - ~  (2.32) 

connue sous le nom de tenseur de contrainte de Piola-Kirchho8 de seconde espèce. S 
est symétrique et Iagrangien. 



3fécanique des solides défonna bles 45 

2.3.3 Taux de contraintes 

Le comportement de la plupart des matériaux dépend de l'histoire et de l'évolution 

dans le temps des déformations et des contraintes. C'est pourquoi leurs lois consti- 

tutives apparaissent communément sous forme incrémentale: elles lient la vitesse de 

contrainte à la vitesse de déformation et non la contrainte à la déformation. Ces lois 

doivent être cependant indépendantes du référentiel (observateur) choisi pour observer 

le mouvement du solide15. Donc, le taux de contrainte utilisé dans l'équation consti- 

tutive doit être objectif, c'est à dire invariant dans tout changement de référentiel. Le 

tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff de seconde espèce, étant défini dans la confi- 

guration de référence, sa dérivée temporelle s est un tenseur objectif. s peut donc être 

utilisé directement dans l'écriture d'une loi de comportement incrémentale. 11 n'en est 

pas de même pour t? et i l 6  représentant respectivement le tenseur taux de contraintes 

de Cauchy et de Kirchhoff. 

Pour illustrer ce point, considérons par esemple une barre soumise au temps tl  à un 

effort normal P constant. Si au temps t2 cette barre et l'effort normal qui la sollicite 

ont subi une rotation de 90" par rapport au système cartésien global (Z1, Z2, Z 3 )  (fi- 
gure 2.3), les composantes &, du tenseur de contraintes de Cauchy dans cette base, 

sont différentes bien que le matériau reste soumis à la même sollicitation. En ef- 

fet, à l'instant t l ,  O" = P/A,  et toutes les autres a'j = O, tandis qu'à l'instant t2 ,  

= P/A,  et toutes les autres uij = O. Il vient alors que da" et do22 sont non nulles 

durant tl + t2. Ce qui prouve que d a  (de même que d r )  est affecté par une rota- 

tion rigide du solide bien que, de point de vue constitutif, l'état de chargement auquel 

est soumis le matériau ne soit pas modifié. Il faudra donc, dans le développement 

des lois constitutives, prendre en compte cette particularité et, par des considérations 

géométriques, séparer les modifications du tenseur de contraintes (a ou r) dues aux 
rotations de corps rigide de celles dues aux déformations proprement dites. Nous dé- 

rivons à cette fin un résultat simple pour tout tenseur eulérien dont les composantes 

sont associées aiLu directions spatiales. un instant donné t ,  imaginons qu'on attache 

à un point matériel une base vectorielle [gp]OI=1,2,3. Les vecteurs de cette base sont 

indéformables; toutefois ils sont supposés tourner avec le même taux de rotation que 

le matériau. Nous avons donc: 

& = ga (2.33) 

15C'est ce qu'on appelle le principe de l'objectivité ou de l'indifférence matérielle 
1 6 ~ f i  au fait que les tenseurs de contraintes de Cauchy et de Kirchhoff sont eulériens: leurs compo- 

santes sont associées avec les directions spatiales dans la configuration actueiie 
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où Cl est le tenseur taux de rotation (équation (2.20)). 

Après rotation 

3 = P / A  

7 Avant rotation 

Figure 2.3: Changement de contraintes par une rotation de corps rigide. 

Considérons à présent un tenseur eulé~en quelconque T opérant sur la configura- 

tion actuelle: nous pouvons l'exprimer en terme de ses composantes dans les directions 

ga : 

T = Fa g, 8 gb (2.34) 

En dérivant par rapport au temps 

Les deux derniers termes de cette équation constituent le taux de T causé par la 
rotation de corps rigide. Par conséquent, le premier terme est la partie résultant 

d'autres effets (dans le cas des contraintes, elle constitue le taux associé à la réponse 

constitutive). Ce terme est appelé le taux corotationnel, ou le taux de Jaumann de T. 
Nous noterons ceci Tl7, telle que 

En utilisant les relations (2.33) et (2.34) et en tenant compte de l'antisymétrie de a, 
nous obtenons 

T = $ + + ~ - T - T - ~  

---- -- 

''Ce tenseur est objectif [~a . l69] .  
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Ainsi' le taux '.total'' d'un tenseur eulérien quelconque est égal à la somme du taux 

corotationnel de ce tenseur et d'un taux causé purement par le taux de rotation locale. 

Cette relation joue un rôle important dans les lois de comportement incrémentales et le 

respect du principe de l'indifférence matérielleLs. En effet, si T représente un tenseur 

de contrainte eulérien, pour rendre objective une loi de comportement impliquant T, 

il suffit simplement de remplacer T pax += T - fl T + T - 0, pourvu que les autres 

variables impliquées soient objectives. Par exemple, pour le tenseur de contraintes de 

Kirchhoff. nous admettons généralement qu'il est relié à son conjugué, le tenseur taux 

de déformation. par: 

F= C ( r ,  D) (2.35) 

ou C est un tenseur constitutif linéaire par rapport à D, contenant les coefficients 

caractérisant le comportement du matériau (élastique, élastoplastique avec ou sans 

écrouissage' . . . ) , donc. dépendant généralement de l'historique de toutes les confi- 

gurations antérieures ('du chemin parcouru"). Comme T ,  D et sont objectifs, cette 

relation est invariante dans tout changement de référentiel d'observation défini par une 

rotation rigide Q(t ) ,  c'est à dire: 

2.4 Conclusion du chapitre 

Dans ce chapitre nous nous sommes contentés de rappeler l'essentiel de la théorie 

tridimensionnelle des corps massifs (théorie intrinsèque). Les notions de contraintes et 

de déformations ont été ainsi rappelées et les équations d'équilibre exprimées à l'aide 

du principe du travail virtuel. Le concept de conjugaison a été introduit aiin de nous 

permettre d'utiliser les mesures appropriées de contraintes et de déformations. Ce n'est 

pas pour simplifier un sujet aussi riche et complexe que nous avons rédigé ce chapitre 

mais plutôt pour introduire les définitions et notations de base utiles à l'élaboration 

des chapitres suivants- 

''D'autres relations peuvent être déduites en considérant d'autres concepts de mouvement des 
vecteurs g, (a = 1,2,3). Nous référons le lecteur aux travaux [BD86b, EM89, Bag93] pour toute 
information sup plementaire sur ce sujet. 
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Chapitre 3 

Lois de comportement mécanique 

3.1 Introduction 

Yous avons r u  au chapitre précédent que la recherche de l'état d'équilibre d'un soiide 

soumis à des sollicitations extérieures nécessite la détermination des contraintes qui s'y 

développem. Ces contraintes dépendent des lois traduisant le comportement macro- 

scopique d u  matériau constituant Le solide: ces lois mathématiques doivent prendre en 

compte le plus fidèlement possible le comportement physique observé tout en respectant 

la rigueur mathématique nécessaire. Dans ce chapitre nous formulons les lois constitu- 

tives caractérisant les milieux matériellement simples à comportement isotherme qui 

se rattachent aux matériaux réels utilisés dans cette thèse, en présence des petites dé- 

formations. 

3.2 Lois constitutives élastiques 

Un matériau est dit élastique si le corps constitué de ce matériau retrouve complète- 

ment sa forme initiale après suppression des forces causant la déformation. Le modèle 

constitutif le plus général! disponible pour décrire le comportement élastique d'un 
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matériau est le modèle hyperélastique, dans lequel nous supposons l'existence d'une 

fonction potentielle des déformations dont la dérivée par rapport aux déformations 

donne les contraintes. L 'hyperélast icitj ignore les effets thermiques et admet que la 

fonction potentielle existe dans tous les cas et ne dépend que des déformations. Si U 
désigne la densité d'énergie de déformation par unité de volume de référence et si r et 

E désignent deux mesures quelconques de contraintes et de déformations "conjuguées" 

par rapport au travail, nous pouvons écrire: 

Ce modèle d'élasticité est généralement utilisé pour modéliser le comportement non 

linéaire des élastomères1. Cependant, la déformation élastique de beaucoup de maté- 

riaux d'interêt pratique reste suffiçamrnent petite, de sorte que la densité d'énergie de 
déformation a une forme quadratique simple 

et le comportement est élastique linéaire 

où Cei est le module élastique 

Ce modèle d'élasticité est destiné à être utilisé pour les problèmes en petites défor- 

mations ou pour modéliser l'élasticité dans un modèle élastoplastique dans lequel les 

déformations élastiques sont toujours petites. Rappelons que pour le cas des petites 

déformations, les mesures de déformation sont les mêmes et, par conséquent, toutes les 
mesures de contraintes sont indifférenciables2. 

L'expérience montre que les métaux usuels de construction ont un comportement 

élastique linéaire isotrope tant que les déformations restent petites, inférieures à une 

certaine limite appelée contrainte ou limite élastique initiale. Ce modèle simple suffirait 

probablement pour la conception d'une composante fabriquée à partir d'un acier de 

construction standard, pourvu que cette composante ne soit pas dans une situation 

l Matériaux dont la réponse aux grandes déformations qu'ils subissent est complètement récupérable 
(élastique). 

2 ~ a  distinction entre les difkirentes mesures de déformation entre en cause seulement si les défor- 
mations ne sont pas négligeables devant l'unité: cas des problèmes en grandes déformations. 
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cririque. Loélasticité linéaire isorrope peut s'exprimer en fonction de deux paramètres 
matériels. Pour ce qui touche le dé~eloppement effectué dans le cadre de cette thèse, 

i1 est plus approprié de choisir ces paramètres comme étant le module de compression 

hwostatique. A- et le module de cisaillement. G. Ceus-ci sont facilement calculables 

à partir du moduIe de Soung. E et du coefficient de Poisson, v 

L'élasticité peut alors s'écrire en termes des composantes volumétriques et déviato- 
riques comme suit 

Volumétrique: 
p = -I(-c' 

rot 

OU p est la pression hydrostatique équinlente et r$l la déformation volumétrique, 

définies par 

1 étant le tenseur unité de deusième ordre. 

r' et eei sont respecril-ement les tenseurs déviateurs des contraintes et des défor- 
mations définis par 

1 

Le tenseur de comportement élastique tridimensionnel Ce', équation (3.1) , est 
par conséquent [Dab94]: 

dans lequel S est le tenseur unité de quatrième ordre. 
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3.3 Loi constitutive élastoplastique 
3.3.1 Généralités 

Ln matériau élastoplastique est un matériau pour lequel on peut définir à chaque 

instant dans l'espace des contraintes un domaine élastique borné par une surface, dite 

surface de plasticité ou d'écoulement, tel que si la contrainte reste à l'intérieur de 

ce domaine. les déformations sont réversibles. Mais dès que la contrainte atteiot la 

frontière de ce domaine. des déformations permanentes, dites plastiques, se produisent. 

-1 ce moment. la contrainte totale dépend de l'historique de toutes les configurations 
antérieures ("du chemin parcouru"). 

Le comportement élastoplastique apparaît dans de nombreux cas de déformations 

permanentes des structures métalliques, notamment dans le formage à froid des mé- 

taw. L a  loi constitutive décrivant ce comportement est de type incrémentale: elle lie la 

vitesse de contrainte à Ia vitesse de déformation. Cette approche, qui constitue le point 

de départ de la théorie différentielle ou incrémentale de la plasticité, correspond mieux 

au comportement physique des métaux que la théorie jnie, qui ne tient pas compte de 
l'histoire des déformations puisque eile lie la contrainte totale à la déformation. 

L'hypothèse fondamentale des modèles élastoplastiques est la décomposition de 

la déformation en une partie élastique (réversible) et une partie plastique (irréversible). 

Dans sa forme la plus générale cette formulation s'écrit 

où F est le gradient de déformation totale, Fe' est la partie entièrement récupérable 

de la déformation au point considéré ([Fe']-L est la déformation qui se produirait si, 

après la déformation F, la réponse irréversible est d'une façon ou d'une autre empêchée 

mais au même moment la contrainte au point est réduite à zéro), et FP' est la partie 

plastique définie par FPi = [Fei] -l - F. 
La pratique expérimentale et numérique de l'analyse des structures envisagées 

dans cette thèse montre que les déformations élastiques demeurent petites et n'atteignent 

ordinairement pas 0.5%, sans que ne soit déjà atteint, un état plastique de la structure. 

Nous pouvons tirer avantage de ce comportement pour simplifier la description de la 

déformation et utiliser la décomposition additive du taux de déformation (LH811: 

à la place de l'équation (3.5). Ici Q représente le taux de déformation totale, le taux 
de déformation élastique, et 9' le taux de déformation plastique. 
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Comme nous l'avons mentionné plus haut, tout modèle élastoplastique suppose 

l'existence â, tout moment d'une fonction d'écoulement? F, satisfaisant la condition 

pour une réponse purement élastique, et la condition 

pour un état plastique- L'état de contrainte pour lequel F est positif est inadmissible, 

bien que ceci soit possible pour les modèles viscoplastiques. K, est un ensemble de 

paramètres d 'écrouissage reliés aux paramètres du matériau (limite d'élasticité par 

exemple). et qui sont introduits dans le but de contrôler l'évolution de la surface de 

plasticité au cours de l'écoulement plastique. Ces variables d'état, qui peuvent être 

de nature scalaire ou tensorielle. évoluent au fur et à mesure que les déformations 

plastiques progressent de telle façon que le critère de plasticité, équation (3.8): soit 

toujours maintenu. Les équations3 décrivant l'évolution de l'écrouissage dans le temps 

s'écrivent d'une manière gériérale comme suit: 

où ha est la loi d ?écrouissage pour K,, qui peut éventuellement dépendre de d'autres 

paramètres d'écrouissage Fe. est un scalaire non négatif mesurant la vitesse de 

l'écoulement plastique et dont la valeur est déterminée par l'exigence à satisfaire la 
condition de consistance F = 0. nécessaire à l'écouiement plastique. La loi d 'écrouissage 
isotrope est la plus simple à utiliser mathématiquement. Elle postule essentiellement 

que la fonction d%coulernent garde sa forme; quant à I'accroissement de sa taille, il 

est controlé par un seul paramètre d'écrouissage, k (scalaire dépendant de la défor- 

mation plastique), relié à la limite élastique courante en traction pure 7. Pour ce cas 

l'équation (3.8) se réduit à 

F ( r ,  k) = f ( r )  - r(k) = O 

ou simplement à la condition d'écoulement 

- 

3Dans les modèles élastoplastiques complexes-par exemple, les modèles utilisés pour décrire le 
comportement des materiaux sous chargements cycliques-ces lois d'évolution ont des formes corn- 
plexes, puisque cette complexité est nticessaire pour simuler le comportement expérimentai observé. 
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où f (7) est le potentiel de contraintes et t ( k )  la fonction définissant la loi d'écrouissage. 

Dans ce cas. pour mesurer l'écrouissage et en tirer la forme explicite de r(k), on 

peut faire l'hypothèse d'écrouissage en déformation; on choisit k égal à la déformation 

plastique équivalente 3": 

et on admet l'existence d'une courbe contrainte-déformation "universelle" reliant la 

contrainte .i; a la déformation plastique équivalente bL: 

L'emploi de l'écrouissage isotrope est subordonné au fait que le chargement soit pro- 

portionnel- ce qui est le cas des problèmes que nous avons pour but de résoudre, en 

remarquaut qu'ils ne comportent pas de cycles de charge où l'effet de Bauschinger est 

fondament al. 

Le dernier ingrédient des modèles élastoplastiques est la loi d'évolution des défor- 

mations plastiques, Cette loit appelée loi d'écoulement plastique, est donnée en fonction 

du potentiel plastique g ( r ,  K,) par la relation: 

Pour certaines lois de comportement élastoplastique la direction de l'écoulement 

est la même que la direction de la normale à la surface de pIasticité: 

où a! est un scalaire. De telles lois de comportement sont dites à potentiel associé. Les 

modèles élastoplastiques à potentiel associé sont utiles pour les matériaux dans lesquels 

le mouvement de dislocation fournit les mécanismes fondamentaux de l'écoulement 

plastique, lorsque il n'y a pas de changements brusques dans la direction de la vi- 

tesse de déformation plastique en un point. Appliqués aux matériaux dans lesquels 

la déformation irréversible est principalement causée par des mécanismes de friction, 

ces modèles donnent généralement des résultats médiocres. Le modèle élastoplastique 

décrit dans la section qui suit utilise un potentiel associé, choisi égal au potentiel de 

contraintes de von Mises qui représente mieux le comportement isotropique des mé- 
taux. Nous discuterons à cette section la formulation et la technique d'intégration de 

cette loi spécifique. 
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3.3.2 Comportement élastoplastique des métaux isotropes 

Dans cette étude, nous considérons uniquement les métaux initialement isotropes et 

le restant au cours de la déformation. Nous excluons donc l'élasticité anisotrope et 

l'écrouissage cinématique, dont la description requiert une variable d'écrouissage ten- 

sorielle. Le modèle le plus approprié pour décrire le comportement de tels métaux 

utilise le critère de plasticité de von Mises conjointement avec une loi élastique linéaire 

isotrope. Ceci laisse supposer que l'écoulement plastique du métal n'est pas affecté 

par un état hydrostatique des contraintes, puisque le potentiel de contraintes de von 

Mises dépend seulement des contraintes déviatoriques, de telle sorte que la partie p las  

tique de la réponse est incompressible. Cet te  hypothèse, justifiée par les observations 

expérimentales, nous permet ainsi de définir la déformation volumétrique comme 

et de là, la déformation déviatorique 

Définition du modèle matériel 

La condition de plasticité de von Mises est définie par la forme classique (Annexe A): 

où T~ est contrainte équivalente (potentiel de contraintes de von Mises), donnée par 

dans laquelle rJ est le tenseur déviatorique 

1 
r' = r - -trace(r) 

3 

des coni;raintes: 

et ~ ( 9 ' )  la limite élastique courante définissant la loi d'écrouissage en terme de la 

déformation plastique équivalente PL. 

La décomposition du taux de déformation est: 
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aa 

La partie élastique étant linéaire et isotrope: elle est décrite dans la section (3.2) 
en termes de la pression hydrostatique équivalente et le déviateur des contraintes: 

Xous présentons à l'annexe A. le développement à la base de la loi d'écoulement 

associée définissailr le taus de déformation plastique qui s'écrit: 

est la direction de lëcouiemenx. 

Intégration du modèle matériel 

Rappelons que la rPsoIution des équations non linéaires d'équilibre par la méthode ité- 

rative de Sen-ton-Raphson. consiste en général à construire une suite d'approximations 

Ci+, de la configuration Ct+_\ recherchée? en équilibre sous le chargement extérieur à 

l'instant t + At. Le résidu d'équilibre et la matrice de rigidité tangente correspondant 

à chacune de ces configurations intermédiaires, dépendent des contraintes ri+*,. Le 

calcul de celles-ci nécessite l'intégration de la loi de comportement du solide entre les 

configurations Ct er Cf,,, (ou sur l'intervalle de temps [t, t + At]). 
Les équations (3.11) jusqu'à (3.15) définissant le comportement matériel, doivent 

alors être intégrées et résolues pour l'état correspondant à la fin de l'incrément. Le 

schéma le plus simple qui offre une stabilité d'intégration inconditionnelle et donne 

la solution exacte lorsque le chargement est radial est la méthode d'Euler implicite, 

dite aussi du retour radial. [OP85, ST.85, OS861. L'application de cette technique à loi 

d'écoulement plastique (équation (3.15)), donne 

Dans cette équation. et dans le reste de cette section, toute quantité non expli- 

citement associée à un temps donné est supposée évaluée à la £in de l'incrément (au 

temps t + lt). En supposant que le taux de déformation soit constant sur l'incrément 
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du temps At. l'intégration sur cet incrément de l'équation (3.12) nous permet d'obtenir 

l'accroissement de déformation: 

et son déviateur 
Ae = + A&" 

En combinant celle-ci avec la loi d'écoulement intégrée (équation (3.16)) et L'élasticité 

déviatorique (équation @.Id)),  nous obtenons 

Ensuite en utilisant la définition de la direction de l'écoulement nl cette équation 

devient : 
3G 

(1 + -A@) 7' = 2G (ee'lt + Ae) 
Te 

qui s'écrit 

en posant 

qui est la partie déviatorique de 

Le produit interne de l'équation (3.19) avec elle même donne 

e =  J i -  - e :  ê 

L a  contrainte équivalente de von h,lises, T,, doit satisfaire la condition de plasticité 

définie par l'équation (3.11), par conséquent, de l'équation (3.20), 
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Cerre équation est non linéaire' en A@. puisque 7 est fonction de la déforma- 

tion plasrique équidente.  L'équation ( 3 . 2 )  est résolue par la méthode de Newton- 

Raphson: 

et nous itérons jusqu'à convergence- 

Cne fois 19' connue. la solution est complètement définie. En utilisant l'équation (3.11), 

et donc. de l'équation i3.19). 

partir de l'équation (3.15). 
3 r' n=-- 
2 r, 

et par conséquent. de l'équation (3.16). 

Pour les cas où les composantes directes de la déformation sont fournies par la 

solution cinématique (ceci n'est pas le cas des contraintes planes), l'équation (3.13) 

définie 

P = -K&,or 

et complète ainsi la solution. 

Pour le cas des contraintes planes. 533, n'est pas définie par la cinématique, mais 

plutôt par la condition: 

733 = O 

Ceci n'affecte pas la procédure de résolution de l'équation (3-19) définie aupara- 

vant: nous avons supposé pour cette solution que ë était connue à partir de la solution 

'Elle est linéaire en AI?" pour un matériau parfaitement plastique. 
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cinématique, et ceci reste vrai, parce que ë est purement déviatonque. Nous pouvons 

supposer que EVo1 = trace(Z) = O, et par conséquent 

Donc, 

êll =& ê2S =&2,  et ê33 = -(& + î 2 2 )  

et ainsi ë est connue à partir de la solution cinématique- 

La solution est développée comme auparavant, sauf qu'au lieu d'utiliser l'équation (3.13) ; 
nous devons exiger 

P = ri, 

de soae  que ~ 3 3  = O. Par conséquent, 

Pour le cas des poutres, nous avons la condition: 

En suivant les mêmes arguments que pour le cas des contraintes planes, nous obtenons: 

tel que: 

Pour ce cas, nous exigeons que: 

de sorte que: 
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Module tangent élastoplastique consistant 

Comme montré par Simo et  Taylor [ST85, ST861, l'utilisation du module élastoplss- 

tique classique (le tenseur de comportement élastoplastique continu reliant i à e )  peut 

conduire à une divergence du schéma de résolution employé pour trouver la configu- 

ration d'équilibre acceptable Dans le but de préserver le taux de convergence 

quadratique caractérisant la méthode de Newton-Raphson, nous nous proposons alors 

d'utiliser un module tangent élastoplastique consistant avec l'algorithme d'intégration 

implicite d'Euler. Ce module tangent C == a r / &  est développé comme suit. 

En prenant la variation de l'equation (3.19) par rapport à toutes les quantités 

correspondant à la fin de l'incrément, nous obtenons l'équation suivante: 

D'un autre coté. à partir de l'équation (3.11), 

et de l'équation (3.20). 

are + 3G abL = 2G aë 

En combinant ces deux dernières relations. 

A partir de la définition de ë (équation (3.20), 

et donc 

La combinaison de ces résultas avec l'équation (3.22) donne: 

arr = [ Q S -  R r l @  t'] : aê 
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oY Q = r./ë, S Le tenseur unité de quatrième ordre, et 

Pour tous les cas où les trois composantes directes de la déformation sont définies 

par la solution cinématique, le module tangent élastoplasique est complété par 

ainsi, puisque 

nous avons l'expression 

qui définit le module tangent élastoplastique 

1 

Pour le cas des contraintes planes, 

et  

= 2ar;,  + et 6 ~ ~ 2  = 2&i2 + 
de sorte que le module tangent élastoplastique reliant [gr l l  h2, arl2IT à &22 ayl2IT 
prend l'expression (Annexe A) : 

Pour le cas des poutres, nous avons 

L aê,, = aê,, = a ê ,  = -- a€,, 2 
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permettant de déduire le module tangent élastoplastique C reliant arL2 arI3lT à 

3.4 Conclusion du chapitre 

Ce chapitre concernair. les lois constitutives traduisant la réponse des matériaux à 

comportement isot herme. L 'ar t ention portait sur les matériaux isotropes obéissant au 

critère de von Mises. ce qui comprend les métaux usuels de construction. Nous avons 

montré que l'intégration de cette loi par un schéma implicite se réduit à la résolu- 

tion d'une équation scalaire non linéaire, et donné un module tangent élastoplastique, 

d r / d ~ .  consistant awc f algorithme d'Euler garantissant une convergence quadratique 

de la méthode de Semon-Raphson. 

Il est à remarquer que l'utilisation du modèle élastoplastique ainsi développé 

est subordonné au fait que les déformations élastiques restent petites, de sorte que 

la configuration actuelle reste misine de la configuration de référence élastique, et de 

ce fait la mesure appropriée de contraintes est le tenseur des contraintes ("vraie") de 

Cauchy (.r au tenseur de contraintes de Kirchhoff définies par rapport à la configuration 

de référence élastique). L a  mesure de déformation qui lui est conjuguée est obtenue 

par intégration numérique du t aus  de déformation i = D = s y n  (g) [HW80, EM89, 
Dab94l. 

L a  classe des structures que nous analyserons pratiquement en génie civil en- 

gendrent sou\-ent des petit es déformations (élastiques et plastiques). Nous admettons 

donc dans le développement du chapitre des poutres et des coques, l'hypothèse des 

petites déformations. Ce qui nous permet de choisir comme mesure appropriée de 
contraintes- le tenseur de Piola-Kirchhoff de seconde espèce, conjugué à la déforma- 

tion Green-Lagrange. tzG. suggérée pour les problèmes en grandes rotations et petites 

déformations. 
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Chapitre 4 

Théorie des grandes rotations 

4.1 Introduction 

Les rotations finies en mécanique des milieux continues sont décrites soit par un tenseur 

orthogonal propre soit par des pseudo-vecteurs appelés couramment vecteurs rotations 

finies. Ce chapitre explore d'une façon générale les cinématiques finie et différentielle du 

mouvement de corps rigides et discute les différentes formes de paramétrisation utilisées 

dans la formulation matricielle des rotations finies. Il est montré commeiit arriver à, 

représenter et décrire ces rotations finies par un certain nombre d'expressions élégantes 

déduites d'un calcul tensoriel consistant. Une analyse géométrique élémentaire des 

grandes rotations permettant l'interprétation du pseudo-vecteur rotation est donnée. 

.4ussi, un bref rappel de l'algébre quaternion est revu et reformulé judicieusement dans 

le but de l'adapter au calcul du vecteur rotation résultant de la combinaison de deux 

ou plusieurs rotations finies. Ceci permet de démontrer d'une façon claire la non- 

additivité et la non-commutativité de la composition des rotations et les particularités 

qui en découlent. En outre, ceci permet le calcul des différentes variations (spatiale 

et matérielle) et des taux de variations des rotations. Les concepts proposés sont 

appliqués dans les chapitres suivants au développement des relations cinématiques et 

d'équilibre gouvernant le comportement des solides orientés de types poutre et coque. 
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4.2 Tenseur de rotation 

Considérant un point P d'un corps rigide et faisant tourner ce corps rigide d'un angle 

Q autour d'un axe de rotation caractérisé par le vecteur unitaire e. Le point P se 
voit transformer sous l'effet de la rotation au point p. Soit O un point quelconque 

appartenant à l'axe de rotation et, X et x, les deux vecteurs joignant le point O aux 

points P et p respectivement. 

Figure 4.1: Rotation d'un point attaché à un corps rigide autour du vecteur unitaire 
e. 

Le vecteur x peut être relié au vecteur X via la transformation linéaire (tenseur 

de second ordre): 

(4.1) 

de sorte que: 

(i) la longueur du vecteur de référence X attaché au corps rigide et transformé en x 
demeure constante, ce qui implique 

signifiant que le tenseur décrivant la rotation est orthogonal; 
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(ü) l'angle relatif entre deux directions quelconques demeure constant sous la trans- 

formation. En effet si A = [El E2 ES] est une base attachée au corps ~ g i d e  dans 
la configuration de référence et B = [el e* e3] la même base après transformation 

et qui reste attachée au corps rigide dans la configuration actuelle, on a 

et par hypothèse 

e = R - E i  et B = R - A  

donc 

En considérant (4.3), (4.4) et (4.5) on déduit que 

det A = 1 et d e t B  = 1 

et par conséquent 

d e t R  = 1 

ce qui montre que le tenseur R est une transformation orthogon 

Donc la transformation R. en plus d'être linéaire 

ale pr 

(R-(XX)=XR-X V X ~ R e t V X ~ Y d u c o r p ~ r i g i d e  

est aussi orthogonale propre 

R ~ - R = I  et d e t R  = 1 

(4-6) 

opre. 

La matrice orthogonale associée à la transformation R possède une valeur propre 

réelle et deux valeurs propres complexes conjuguées [PB831 
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q5 est L'angle de rotation autour de e. La matrice orthogonale propre R admet donc 

au moins un vecteur propre e tel que R e = e et qui ne change pas durant la 

transformation. Ce vecteur e est appelé direction de l'axe de rotation de R et 4 angle 

de rotation de R autour de e- Si les vecteurs unitaires el et e* sont tels que 

alors R peut se mettre sous la forme 

L a  matrice de transformation R non linéaire en 4 peut être aussi déduite géomé- 

triquement. Pour cela nous retournons à la Figure 4.1 et obsewons le point p dans sa 
position actuelle x = O p  et initiale X = OP. On peut écrire 

Notre but esr de transformer le terme de droite de (4.11) sous la forme tensorielle (4.1). 

On déduit de la Figure 4.1 

A X = P D + D p  (4.12) 

où D est la projection suivant PC de p. Pour déterminer Dp, on note qu'il reste 

perpendiculaire au plan OPC, donc dirigé suivant la direction (e  x X). Pour trouver 

sa norme on obsen-e que j 

Dp = ce sin d 

d'un autre coté on obsenre que 

a 
Ile x XII = IlXII I sin 01 = IlXII - - IlXII - a 

d'où 

D p  = sin 4 (e x X) 

La Figure 4.1 montre aussi que le vecteur PD est non seulement perpendiculaire à 

(e x X) mais également à e, puisque il est dans le plan PCp normal a e. Il est donc 

dirigé suivant la direction e x (e x X) dont la norme est aussi égale à a puisque e est 

un vecteur unitaire perpendiculaire a (e x X). La Figure 4.1 permet aussi d'écrire: 
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d'où 

P D = ( l - c o s @ )  ( e x  ( e x  X)) (4.1 4) 

En remplaçant les équations (4.14), (4.13) et (4.12) dans (4.11) on obtient l'expression 

x = X + (1 - cos 6 )  (e x (e x X)) + sin 4 (e x X) 

permettant de déduire la transformation R 

Donc géométriquement. R représente une rotation autour de son vecteur propre e 
vérifiant 

R - e = e  et e - e =  1 (4.17) 

Le tenseur R s'écrit aussi 

ê étant le tenseur antisymétrique associé au vecteur e par les relations 

[ ê - v  = e x  v pour tout vecteur v 

Relativement à la base euclidienne standard [il, i2, i3], si e = el el e3T, alors ê est 

représente par la matrice antisymétrique 

On introduit maintenant le pseudo-vecteur rotation cf, défini par 

le long de l'axe de rotation. Ce pseudo-vecteur 4 peut s'écrire comme un vecteur 

colonne en terme de ses composantes &, 42 et  ~$9 dans la base euclidienne [il, i2, i3] 
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avec 

O = 11411 = (6 + Q: + ~ 3 ) " ~  
II est à noté que dans le cas des grandes rotations (par opposition aux petites rotations), 

le pseudo-vecteur rotation 4 i e s t  pas un vecteur et les composantes &, q53 ne 
peuvent être interprétées comme étant les composantes de la rotation autour des axes 
il, i2 et i3 respectil-emem. comme on le verra un peu plus loin. 

La transformation orthogonale R sZécrit dans ce cas en fonction de q5 
sin 9 1 - cos4 

R = C O S ~ + - # X I +  y 484) (4-21) 
O 

Ses composantes. mesurées par rapport à la base euclidienne [il, i2, i3] sont alors 

sin O 1 - cos4 
fi, = COS O 6ij ii - eikjos + i, j, k = 1, 2, 3 

O b2 
où &ijk est Le tenseur de permutation. défini par 

Si on associe à I'opérateur (4 x ) le tenseur antisymétrique 4 vérifiant 
T 6 + & = O  

et relié à 4 par les relations 

& + = O  

et 

6 v = @ x v pour tout vecteur v 

la transformation R peut se réécrire 
sin o 1 - cos @ R = z + - O +  

Q 42 6-6 

Géométriquement le tenseur 6 représente une rotation infinitésimale autour de 
son vecteur propre 

la base euclidienne 

# appelé aussi le vecteur axial du tenseur antisymétrique #. Dans 

[il. P, i3] 6 est représenté par la matrice 

Le tenseur R peut être aussi représenté sous la forme exponentielle en utilisant le 
développement en série de Taylor de cos 4 et de sin q5 
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Remarques 

1. Tout tenseur antisymétrique 8 représente une rotation infinitésimale autour de 

son vecteur propre 8 vérifiant 

e - 9 = 0  (4.26) 

2. La fonction exponentielle transforme ce tenseur en un tenseur orthogonal propre 

C produisant une grande rotation 0 autour de la direction spatiale p = O/  11 011, 
suivant la relation 

O0 1 - k  
C = exp(@ = x -0 (4.27) 

k=O k ! 

égale a 

4.3 Le pseudo-vecteur rotation n'est pas un vecteur 

Bien que le pseudo-vecteur rotation # possède une norme II e#~ II et une direction e = #/ 11 41 1 ,  
il n'est pas vecteur. Pour le qualifier ainsi il doit satisfaire les lois des vecteurs. En 
particulier, il doit obéir à la loi d'addition des vecteurs. Or, ce n'est pas le cas comme 

le montre la situation suivante [Mal69]. 

Prenons comme corps rigide le rectangle représenté à la Figure 4.2 dont la diagonale 

O& est initialement située dans le plan xg. Ce rectangle subit les séquences suivantes 

de rotations! chacune de magnitude égale 90 degrés 

(i) Autour de l'axe x. représenté par le pseudo-vecteur n/2 i amenant la diagonale 

à OA,. 

(ii) Autour de l'axe y, représenté par le pseudo-vecteur ?r/2 j amenant la diagonale 

à 0 A 2 .  

(Si) Autour de l'axe z: représenté par le pseudo-vecteur 7r/2 k amenant la diagonale 

à 0 A 3 .  

Si les grandes rotations étaient des quantités vectorielles, la résultante définie 

par la somme 7r/2 (i + j + k) devrait amener le rectangle de la position initiale OAo 
à la position O&. Mais ce n'est pas le cas car la rotation résultante qui amène OAo 
à 0 A 3  est tout simplement la rotation autour de l'axe y de magnitude égale à 90 
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Figure 4.7: Esemple montrant que les rotations finies ne sont pas des vecteurs. 

degrés. représentée par le pseudo-vecteur 5;/2j, qui n'est pas la somme des trois rota- 

tions individuelles. En fait. la rotation totale résultant de l'application de n rotations 

successives 

4l: #2, . . -. &,. . . . q Y L ,  t$P 

autour d'mes fises dans l'espace. est la rotation correspondant A la transformation 

R obtenue en multipliant les transformations individuelles dans l'ordre inverse de 
l'application des rotations @' 

R est dsérente de la transformation 

R = R ~ . R ~ - - - R - - - & - ~  -R, 

correspondant à l'application des rotations dans l'ordre séquentiel 

6"' cf+=. . . . , 8, - - - , cp2, qs 

4.4 Paramétrisation des rotations 

Comme on a wu précédemment, les grandes rotations peuvent être complètement dé- 
crites par un tenseur orthogonal dépendant en général de trois paramètres indépendants 
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(variables indépendantes). Pour le cas des coques, seulement deux paramètres sont uti- 

lisés. étant donné que la rotation autour de la normale n'est généralement pas considé- 

rée. Plusieurs options s'offrent pour choisir ces paramètres indépendants: la majorité 

d'elles sont basées soit sur des rotations ékmentaires, soit, comme on l'a tu précé- 

demment, sur un pseudo-vecteur rotation qu'on appellera dorénavant vecteur rotation 

tout court. Ce choix peut être guidé par plusieurs critères tels que l'indépendance des 

paramètres, la forme mathématique du tenseur rotation, l'existence dans Le domaine de 

définition des points singuIiers, l'efficacité du calcul, la loi de composition des rotations, 

l'interprétation géométrique, la description adéquate de la cinématique du problème 

donné, etc. 

4.4.1 Formuiation basée sur les rotation élémentaires 

Dans ce type de formulation, la rotation totale d'un corps rigide autour d'un axe fixe 

dans l'espace est supposée résulter de la superposition de trois rotations élémentaires 

autour des axes x, y et z d'une base euclidienne [il, i2, i3]. 
Soient &(O) ,  R&h), R, (q5) ces transformations élémentaires autour des axes x, 

y et z respectivement 

1 sin 6 O COS 4 J 

Parmi les superpositions possibles, si on considère que la transformation totale R est 

égale à 

R = %(O) - %(& - Rz(@) (4.30) 

on parle d'une paramétrisation par les angles de Bryant ou de Cadran; si 

on parle d'une paramétrisation par angles d'Euler. 

D'autre combinaisons existent [Arg82, CG881, mais malheureusement toutes les fonnu- 
lations basées sur ce type de paramétrisation n'échappent pas à la singularité. L'unicité 

est vite perdue pour les angles de Bryant pour 4 = 7r/2 + n.rr et pour les angles d'Euler 

pourO=n.rr, n = 0 , 1 ,  .... 
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4.4.2 Formulation basée sur le vecteur rotation 

Dans ce type de formulation, l'orientation dans l'espace d'un vecteur x (ou d'une base) 

attaché à un corps rigide est considérée comme étant; le résultat d'une seule rotation 

au début de laquelle le vecteur coïncidait avec le vecteur initial X. La rotation de 

magnitude #I est effectuée (dans le sens inverse des aiguilles d'une montre) autour d'un 

axe défini par le vecteur unitaire e. La paramétrisation de cette rotation en terme du 

vecteur rotation + = q5 e est certainement la plus naturelle. Appelée paramétrisation 

cartésienne, elle a aussi plusieurs avantages tels que le nombre de paramètres qui reste 

minimal, l'interprétation géométrique facile et l'absence de singularité cinématique. Le 

tenseur rotation s'exprime alors en foncticn de ces paramètres 

sin d 1 - cos4  ex^(&) = I + -  &+  
4 42 

4 4  

La singularité apparente pour q5 = O est facilement enlevable en notant que 

sin 4 1 - cos 4 1 
lim - = 1 et lim - - - 
4 ,$-+O $2 2 

Dans certains cas il est plus pratique de parametriser les rotations moyennant 

d'autres vecteurs rotation équivalents 4i qui diffèrent du vecteur rotation @ dans la 

longueur [BR92, .4P93]. Ceci permet d'obtenir des formules plus compact es, avant a- 

geant la formulation de la cinématique du problème considéré. Par exemple 

reliés par les relations 

Dependant de l'application, chacune de ces définitions a ses avantages et ses inconvé- 

nients. Les vecteurs 4' et qb2 engendrent des formules simples ne contenant pas de 

fonctions trigonométriques et convenant bien à l'actualisation des rotations, pourvu 

que 4 # r + 2nr (n = 0'1, . . .), sinon la longueur du vecteur rotation sera infinie. #3 
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se prête particulièrement bien à s'eqximer en termes des déplacements [PB831 mais le 

tenseur rotation qui en découle est instable pour d = K + 2nx (n = 0, l : .  . .). 
Dans le cas de rotations infinitésimales toutes ces définitions à l'exception de la défini- 

tion de Gibb du vecteur rotation (@' = ran $) - r se réduisent au vecteur petites rotations 

retrouvé généralement en élasticité linéaire classique. 

La formulation (4.32) basée sur le vecteur rotation cartésien et attribuée souvent 

a Rodrigues. est donc la seule qui ne présente aucune singularité dans le domaine 

O 5 4 < 27. Cette définition constituera le point de départ des développements qui 

suivent et à la paramétrisation qu'on a adopté. soit la paramérisation d'Euler ou la 

paramérisation par qua tem-ion. 

l'aide des relations trigonométriques 

9 0 1 - cos O = 2 sin- - 
-3 

et 

on définit les nom-ean paramètres 

4 (5 sin& = 2 sin -cos - 
2 2 

O 
ro = cos 7 et 4 r = sin 7 e 

Les quantités scalaire ro et vectorielle r sont appelées paramètres d'Euler ou paramètres 

de quaternion. Elles ne sont pas indépendantes puisqu'elles sont reliées par 

Le tenseur rotation s'exprime ainsi en fonction de ces nouvelles quantités par 

l'expression quadratique 

Suivant la convention dejà introduite. f est le tenseur antisymétrique d'axe axial r. 

4.5 Algèbre quaternion et les rotations finies 

L'algèbre quaternion [Arg82. SVQ86j inventé par Hamilton fournit une façon très élé- 

gante de décrire les grandes rotations. Il conduit d'une manière totalement différente 

au même concept d'angle d'Euler introduit à la section précédente. C'est pour cette 
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raison d'ailleurs que les paramètres qui lui sont associés s'appelent aussi les paramètres 

quaternion. De plus. la loi fondamentale de multiplication des quaternions fournit un 

moyen efEicace pour e-xprimer la variation des rotations et pour combiner des rotations 

successives. 

4-5-1 Algèbre quaternion: définition et propriétés 

Quaternion. Le quaternion est défini comme étant le couple 

où qo E R est un scalaire appelé la composante scalaire du quaternion et q E R3 
un vecteur appelé la composante vectorielle du quaternion, notés 

Cette définition peut être imaginée comme une généralisation du champ des 

nombres complexes composé d'une partie réelle et d'une partie imaginaire1. Dans 

ce qui suit nous rappelons quelques définitions et propriétés des opérations élé- 

mentaires définies sur le champ des quaternions. 

Vecteur et scalaire quaternion. Le quaternion dont la composante scalaire est nulle 

q = (O, q) est un vecteur appelé le vecteur quaternion, représenté tout simple- 

ment par sa composante vectorielle q = q. Le quaternion dont la composante vec- 

torielle est nulle q = (qo 0 )  est un scalaire, q = qo, appel6 le scalaire quaternion. 

Il découle de ces définitions qu'un scalaire et un vecteur sont des quaternions. 

Somme des quaternions et multiplication par un scalaire. La somme de deux 

quaternions q1 = (q;, q') et q2 = (q& q2)  est le quaternion q' + q2 = (q: + q& q1 + q2), 
obtenu en additionnant séparément les composantes scalaires et les composantes 

vectorielles des deux quaternions. La multiplication par un scalaire X est dé- 

finie pour tout quaternion q = (qo, q) par Xq = (Xqo, X q). L'addition des 
quaternions et la multiplication par u n  scalaire obéissent à tous les axiomes 
d'addition et de multiplication par un scalaire caractérisant un espace vectoriel; 

de là l'ensemble de tous les quaternion est un espace vectoriel. 

lEn fait, cette interprétation est en accord avec le concept original de Hamilton. 
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Le produit de deux quaternions est le quaternion: noté, qL 0 q2, défini par 

1 
q n2 = (oa', 9') (q;, q2) 

= (PAq; - qL - q2, q; q2 tq; qL +qL X q2) (4 -44) 

Votons que 

q1 q2 # q2 O q1 

due à la présence du produit vectoriel. Donc le produit quaternion de deux 

quaternions est non commutatif. 

L e  conjugué d'un quaternion est le quaternion, noté q f ,  défini par le dual 

La norme d'un quaternion est le scalaire noté 11q11, qui peut être calculé en terme 

des composantes du quaternion q par 

ou en terme du produit q O qt = qt O q par 

L'inverse d'un quaternion q est le quaternion noté qeL, qui satisfait la condition 

C'est donc le quaternion 

q-l = qt/llqll 

Quaternion unitaire (Versor). est tout quaternion q vérifiant 

Pour de tels quaternions, on introduit le symbole r  = (ro, r )  et on note que 

r-L = ri avec T O T ~ = T  t 0 r = 1  (4.52) 

puisque 
2 = ro t r r = 1 
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Remarques 

Il suit des definitions précédentes 

1. qu'un quaternion unitaire q peut s'écrire 

r = (rO, r) = (COS a, sin ci n) 

où n est le vecteur unitaire qui lui est associé. 

2. Q'UR quaternion q peut toujours s'exprimer sous la forme 

4.5.2 Représentation des rotations finies en terme du quaternion 

Considérons un vecteur x obtenu par ta rotation du vecteur de référence X. T l  est facile 

de \-érïfier que 

x = r o X o r t  et ~ = r ~ o x o r  (4.56) 

où r = (ro. r )  est un quaternion unitaire. En posant 

r = ( r o o  ~ ) = ( c o s Q .  s i n o n )  r t = ( r O ,  - ~ ) = ( c o s o ,  - s i n a n )  (4.57) 

on obtient 

x = r o X o r t  

= [ c o s i ) 0 . I + s i n 2 a n + ( l - c o s 2 c r ) n @ n ] . X  

= [K + sin 3a n + (1 - cos 2a) n . ii] - X 

où 9 est le tenseur aiitiqrnétrique associé n. 

4.5.3 Équivalence du quaternion avec les paramètres d'Euler 

Considérons encore une fois un vecteur x obtenu par une rotation # du vecteur de 

référence X autour de la direction e. De l'équation (4.15) on a 

et d'un autre coté. de l'équation (4.58) 
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Ces dem expressions sont égaies à condition de choisir 

ou' en d'autres termes. de choisir un quaternion r = (ro, r) telles que 

6 
ro = cos - et 4 

2 
r = sin - e 

2 

Ces composantes ne sont rien d'autres que les paramètres d'Euler définis par l'équation (4.38). 

4.6 Loi de composition (combinaison) des rotations 

La rotation composée est la rotation totale résultant de l'application successive de 

deus ou plusieurs champs de rotations. Dans le cas des problèmes géométriquement 

linéaires. les rotations composées sont obtenues tout simplement par superposition 

linéaire des vecteurs rotations individueles. Cette propriété découle directement du 

développement en série de Taylor du tenseur de rotation R = exp(&). Soient 4' et 

qb2 deux vect e u s  rotations représentant deux rotations infinitésimales: 

et ~ X ~ ( & ~ ) % I + $  (4.63) 

La rotation totale représentée par le vecteur 4 est donc 

La composition des rotations dans le cas des analyses linéaires est donc additive. En 
outre, elle est commutative puisque dans ce cas l'ordre 

pas important 

exp(&') . exp(tji2) = exp(&2) - 

d'application des rotations n'est 

exp(tjil) 

Dans des analyses géométriquement non linéaires, la composition des rotations 

n'est plus additive; en plus elle est non commutative. L'ordre d'application des rota- 

tions est donc important. Une esception à cette règle survient lorsque les rotations 

élémentaires partagent le même &Xe de rotation. Ce cas particulier est traité un peu 

plus loin. Supposons un vecteur initial xO. Soient rl = (TA ,  rl), r2 = (rg, r2), deux 

quaternions paramétrisant deux transformations orthogonales RI et Rq respective- 

ment. La  rotation composée résultant de I'application des rotations finies dans l'ordre 
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successif R1 R2 est obtenue comme suit- 

Si x1 représente le transformé de xo par Ri et x2 le vecteur obtenu suite à l'application 

de la transformation R2. on déduit de l'équation (4.56) 

donc 

La rotation totale ou composée est représentée donc par le produit quaternion r2 O r', 

qui est calculé par 

Sotonç que l'équation (4.69) permet le calcul de la rotation composée, soit l'actualisation 

du champ des rotations sans passer par l'évaluation des transformations orthogonales 

Ri, R2 en terme du quaternion correspondant ni par l'évaluation du produit R2 - RI. 
En plus: toutes les opérations sont libres de toute singularité, indépendamment des 

amplitudes des rotations individuelles. Sotons aussi que le produit R2 RI, qui est 

interprété comme étant la superposition de la rotation finie Rp sur Ia rotation finie R1, 

est différent de R1 - R2! représenté par le quaternion r1 O r2 et interprété comme étant 

la rotation h i e  RI superposée sur la rotation finie R2. 

Pour le cas panicuiier où les rotations individuelles partagent le même axe de 

rotation, la composition des rotations se réduit à une forme additive commutative. 

Soient rl, r2: deus quaternions correspondant à deux vecteurs rotations 4' et #' 
partageant le même axe de rotation e. Mors 

4l 
r' = (COS 1141/211, sin 11@'/211 e) 

& e = - = -  
II#'11 11&11 

et 

r2 = (COS 11@2/211, sin 1142/211 e) 

qui se réduit à 
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4.7 Extraction du vecteur rotation 

L'extraction du vecteur rotation correspondant à une transformation orthogonale para- 

métrisée par les paramètres quaternions est accomplie comme suit. Soit un quaternion 

r = (ro, r). Le vecteur rotation 4, qui lui est associé, est obtenue en inversant les 

équations (4.38). On obtient alors 

II est important de noter que l'extraction du vecteur rotation du quaternion n'est 

pas unique. La norme 11911 est définie à 2nn près, n = . . . , -1,0, 1:. . .. On s'entend de 

choisir toujours le vecteur rotation tel que 11 611 < 27r. 

4.8 Actualisation du champ des rotations et du vecteur direc- 
teur 

Soit La transformation orthogonale représentant la rotation combinée définie comme 

étant le produit d'un ensemble de rotations élémentaires ou incrémentales A&, pour 

p = 1,2,. . . , i. (Pour le cas des conditions aux limites imposc5es, & représente le 

produit final après i pas de toutes les rotations imposées A&; pour une procédure 

de résolution numérique itérative, R+ est la rotation totale après i incréments et où 

AR,,, pour p = 1,2,. . . , i est la solution convergée à chaque incrément du champ de 

rotation.) Par définition, la rotation composée est donnée par le produit 

ou d'une façon équivalente, par la relation récurrente 

Bien que la rotation composée soit définie en terme d'un tenseur orthogonal, 

dans un contexte numérique les vecteurs rotations (ou d'une manière équivalente les 

paramètres quaternion) associés aux tenseurs rotations sont les degrés de libertés. 

L'actualisation des rotations s'accomplit comme suit. Supposons connu à un instant 

donné du processus de résolution, le champ incrémenta1 44' du vecteur rotation à 

l'incrément i et le quaternion ri-L = (ri-', ri-l) paramétrisant le champ de rotation 

à l'incrément précédent2 - 1. Pour actualiser le champ de rotation par l'incrément de 
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rotation 114' jusqu'à l'incrément i, on procède comme suit. On calcule tout d'abord 

le quaternion parametrisant la rotation incrément ale: 

Le champ de rotation actualisé est obtenu par le produit quaternion ri = Ari O ri-', 

défini par 

Alors 

Une autre conséquence importante de la paramétrisation des rotations par le quater- 

nion est la simplicité d'actualiser les vecteurs directeurs. Supposons connu le vecteur 

directeur ta-' d'une poutre ou d'une coque à l'incrément i - 1. L'actualisation de ce 

vecteur directeur à l'incrément i est défini par 

où exp(4Gi) est calculée par l'équation (4.41).Alors7 le vecteur directeur ti est obtenu 

directement à partir du quaternion 

4.9 Vitesse et accélération du champ de rotation 

Considérons la rotation d'un point materiel P d'un corps rigide repéré par le vecteur 

position X à la position p repéré par le vecteur position x 

La vitesse instantanée du point p, calculée en dérivant le vecteur position x par rapport 

au temps est dors 

On définit le tenseur vitesse angulaire spatiale w par 
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C'est un tenseur spatial antisymétrique, puisque 

Le vecteur propre w du tenseur G, vérifiant 

w - w = O  et  W - v = w x Y pour tout vecteur v (4.84) 

définit ce qu'on appelle le vecteur vitesse angulaire spatiale. Le vecteur vitesse instan- 

tanée x s'exprime ainsi en terme w ou de w par 

x = w x x  (4.86) 

Si q5 est le vecteur rotation associé à la transformation R, le vecteur vitesse angulaire 

spatiale est relié au taux de variation de 4 par la relation [NOC91]: 

où H(q5), appelé opérateur tangentiel, est défini par 

avec 

Le vecteur accélération est obtenu en dérivant par rapport au temps l'équation (4.81) 

On définit le tenseur accélération angulaire spatiale a 

a=R.RT 

relié au tenseur vitesse angulaire spatiale w par la relation 
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obtenu en dérivant l'équation (4.86). Le premier terme de cette expression, qui est 

non symétrique représente le taux de variation des vitesses angulaires; Le second, 

symétrique, rassemble les termes d'accélération centrifuge. 

Le vecteur axial du tenseur antisymétrïque w définit ce qu'on appelle le vecteur 

accélération angulaire w, vérifiant 

,. - 
w - w = 0  et cj v = w x  v pour tout vecteur v (4.94) 

Le vecteur accélération et la seconde dérivée par rapport au temps du tenseur 

rotation s'expriment donc 

= ~ x x + w x ( w  x x )  

Remarques 

Dans les développements précédents, on a opté pour une description spatiale pour 

dériver les expression des vecteurs vitesse et accélération. Toutes les quantités ainsi 

définies sont reliées à la configuration spatiale, obtenue par rotation de la configuration 

de référence. En d'autres termes si (el, el, et), est une base orthonormée attachée à 

la configuration spatiale, alors tout vecteur v s  et tout tenseur Ts attachés a cette 

configuration s'écrivent en fonction de leurs composantes dans cette base 

Soit (El, E2, E3), la base matérielle attachée au corps rigide dans la configuration de 

référence. On a par définition 

Le vecteur matériel VM et le tenseur matériel Tm définis comme étant les transports 

de vs et Ts respectivement par la rotation R sont reliés à leurs correspondants par 
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les relations 

On définit ainsi le tenseur vitesse angulaire m a t é ~ e l l e  h relié à son correspondant 

spatial par 
~ = R T . C ; ~ . R  (4.97) 

Le vecteur vitesse angulaire matérielle est tel que 

fi - V = R x V pour tout V de la configuration de référence \ et 

fZ est relié au taux de \asiation du vecteur rotation q5 via la relation 

H(4) étant l'opérateur tangentiel défini précédemment. La première dérivée du tenseur 

rotation et du vecteur position s'écrivent dans ce cas 

On définit aussi le tenseur accélération angulaire matérielle A? relié à son corres- 

pondant spatiale a par la relation 

et au tenseur \<tesse angulaire matérielle fi par 

A 

~ = b + f i d  (4.103) 
A 

OU fi est le tenseur antisymétrique associé au vecteur accélération angulaire matérielle 

fi par 

(4.104) 

- V = fi x V pour tout V de la configuration de référence 
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La dérilé seconde par rapport au temps du tenseur rotation et le vecteur accélération 

s'écrivent dans ce cas 

4.10 Variations du champ de rotation 

L'utilisation de l'algorithme de Newton-Raphson nécessite la linéarisation des quantités 

cinématiques impliquées dans les équations d'équilibre, donc du champ de rotation. 

Considérons. encore une fois. le vecteur x obtenu par rotation du vecteur de référence 

Le déplacement virtuel associé au mouvement décrit par cette transformation est 

obtenu avec le calcul de la variation bx du champ x. 

où bR est la variation du tenseur de rotation R. D'autre part, la variation bx peut 

être définie en termes du  vecteur variation angulaire spatiale 66 

par conséquent, il suit que 
~ R = & - R  

Il est important de noter que le champ du vecteur variation angulaire spatiale 

60, qui est analogue a la vitesse angulaire spatiale w en dynamique, est différent de 
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la variation du vecteur rotation #. Ces deux quantités sont reliées via l'opérateur 

tangentiel H(q5) 
ae = ~ ( 4 )  - 6 4  (4.113) 

Ces quantités seront utilisées dans l'équation du travail virtuel comme on le verra 

ultérieurement. On aura aussi besoin de calculer leurs variations dans le but d'évaluer 

la matrice tangente (jacobienne). Soit d(Sx) un incrément injinitészmal du champ 

virtuel (c'est aussi la seconde variation du vecteur position x). De la relation (4.111) 

on peut écrire 

d(6x) = d(69) x x + 68 x dx (4.114) 

où dx est l'incrément infinitésimal du champ x 

Le calcul de la variation de dû génère une expression non symétrique en la va- 

riation 68 et l'incrément infinitésimale de. Cependant, il est montré par Simo [Si111921 

que la définition correcte de l'opérateur hessien, qui est la dérivée covariante de la 

forme faible des équations d'équilibre, a seulement besoin de la partie symétrique (par 

rapport aux variations) de 

peut écrire 

la seconde variation. Donc sans perdre la généralité, on 

De la même manière, la seconde variation du tenseur de rotation peut s'écrire comme 

Remarques 

1. Si on utilise le tenseur variation matérielle 6 b  et le vecteur variation matérielle 

6 8  (analogue à la vitesse matérielle Ci en dynamique) la place de leurs corres- 

pondants spatiaux, les variations du tenseur rotation R et du vecteur position x 
s'écrivent dans ce cas 

~ R = R * ~ Q  (4.118) 
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2. Dans certains cas de linéarisation nous avons à évaluer la dérivée H,s de l'opérateur 

tangentiel par rapport à une variable donnée S (spatiale ou temporelle). II est 
montré que cette dérivée est donnée par [ISBt96, Dam96I: 

où 4 = II4II et e = q5/@ Notons par ailleurs que Ha = 0. 

3. Dans le cas particulier où le vecteur de référence X et son transformé x sont 

situés dans le plan2 (ZL, Z2), la transformation othogonale R permettant de les 

associer est définie par: 

cos 4 - sin@ O 

sin4 cos4 O 

O O 1 

(Zl , Z2, Z3) &tant le systeme cartesien global idéalise par la base eudidienne [il, i2, i3]. Dans ce 
cas X, x et t$ sont définis par: 

X = [ X i X 2 0 ] T ,  X G [ Z ~ Z ~ O ] ~  et C $ = [ O O ~ ] ~ .  
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de sorte que: 

cos O - sino O 

où O est la rotation autour de l'axe Z3- Ces variations s'expriment aussi sous la 

forme: 

4.11 Conclusion du chapitre 

Cette revue des grandes rotations et de la cinématique des corps rigides est loin 

d'être complète. Elle a été volontairement limitée a m  choix de paramétrisation et 

a m  concepts de base nécessaires pour introduire les chapitres subséquents. 

Par souci de clarté. un point de w e  purement algébrique a été adopté au lieu d'un point 

de F - u e  plus général et plus abstrait où les rotations sont considérées comme étant des 

objets non linéaires appartenant au groupe orthogonal de Lie, comme présenté par Simo 

et al. [Sim85. S\-Q86. SFS9j et d'autres auteurs [XOC91. AP93, IFSS]. L'application 

des ces notions dans le contexxe des milieax continus sera limitée à l'analyse statique 

des corps flesibles orientés de c-pes poutre et coque. 
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Chapitre 5 

Discrétisation et algorithme de résolution des 
équations non linéaires d'équilibre 

Introduction 

Jusqu'à présent, nous avons considéré le corps solide comme un milieu continu carac- 

térisé par un ensemble de variables cinématiques et mécaniques. Comme on peut le 

constater, les équations obtenues sont très compliquées et la recherche exacte des va- 

riables inconnues est très difficile à réaliser. -4 la place, on essaie de trouver une solution 

numérique représentative du champ inconnu moyennant une technique d'approximation 

permettant de remplacer le système continu par un système discrétisé équivalent. 

Dans le présent travail, nous recourons à la méthode des éléments finis que nous 

considérons bien connue [ZT91, DT81, Bat82, BD9Obj. Nous admettons que le champ 

inconnu est celui des déplacements (translations et rotations) et les éléments finis cor- 

respondants sont les modèles déplacements ou cinématiques, de type isoparamétrique. 

Nous consacrons une partie de ce chapitre à la discrétisation spatiale des variables in- 

connues (au sens général défini plus haut) et de leur variation, et à l'influence de cette 

hypothèse sur l'équation du travail virtuel. L'autre partie est dédiée à la résolution 

proprement dite du système fondamental issu des équations aux dérivés partielles, aux 
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stratégies adoptées pour piloter la résolution ainsi qu'aux critères et  paramètres de 

contrôle de la convergence. 

5.2 Discrétisation spatiale par é1éments finis 

Nous avons vu au chapitre 2 que l'équilibre global du solide dans la configuration 

actuelle Ct peut être exprimé par le principe des travaux virtuels sous la forme standard: 

où Wi* et FVeTt sont respectivement le travail virtuel interne et ezterne. En suivant 

la discussion du chapitre (2), le travail virtuel interne est remplacé par l'intégrale sur 
le volume du référence & du travail virtuel rc : JE, défini sur la configuration Co 
en fonction d'une mesure de déformations choisie E, et son conjuguée, la  mesure de 
contraintes r,: 

Si nous introduisons le système de coordonnées paramétriques (SI, s2, S3) et les vec- 
teurs de base GQ = (a = 1,2,3),  associés au corps solide dans sa configuration de 

référence, le travail virtuel interne s'exprime aussi sous la fonne: 

Pour faciliter les manipulations matricielles iors de la discrétisation par éléments finis; 

nous définissons les vecteurs conjugués: 

tels que 

Il vient alors 
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Ainsi, l'expression (3.1) du travail virtuel se réécrit: 

Cette forme intégale fait inten-enir implicitement la position géométrique actuelle x 

de la particule matérielle. étant donné que le champ de contraintes est fonction de la 

position via la relation de comportement 

et qu'en général les vecteurs forces peuvent dépendre de l'état de déformation du corps 

solide (charges suiveuses [Hibig- Leb851) 

Cependant. nous pouvons toujours décrire la position x de la particule matérielle en 

fonction de sa position initiale X occupée dans Co et du champ de déplacements u 
(au sens général: translations. rotations) entre Co et Ct. La recherche de l'équilibre 

du corps solide consiste ainsi à trouver la fonction solution u qui annule la forme 

variationnelle en déplacements (3.3) pour tout 6v cinématiquement admissible. À ce 

stade la méthode des éléments finis intervient pour construire une solution approchée de 
la fonction solution u et obtenir des valeurs numériques représentatives des contraintes 

et des défonnations. 

La forme lariationnelle (5.3), définie sur le milieu continu, est remplacée par 

une forme discrétisée permettant de conserver l'équilibre dans un sens moyen sur un 

ensemble de divisions e du corps solide, dites éléments finis de sorte qu'à tout instant 

e=L 
avec 

Xous choisissons dans ce travail de développer des éléments finis cinématiquement 

admissibles, de type isoparamétrique. Ainsi, en vue de calculer les formes intégrales 

élémentaires TG, et IV&,, nous utilisons les mêmes fonctions d'interpolation pour 

représenter X .  u et bv sur chaque élément e 



Discrétisation et algorithme de résolu tioa des équations non linéaires d 'équilibre 90 

N est la matrice des fonctions d'interpolation, exprimées à l'aide des variables para- 

métriques Sa ou à Vaide des coordonnées normalisées Ja (de l'élément de référence 

[BDSOb]), Xe. ue et Pve sont constitués respectivement de l'ensemble des valeurs no- 

dales (au niveau de l'élément) des vecteurs X, u et 6v. La déformation 6~ associée au 

champ de vitesses virtuelles 6v s'exprime ainsi sous la forme linéaire: 

ou B est une matrice qui dépend en général de la position courante x de la particule 

matérielle considérée. Cette matrice est obtenue à partir des fonctions d'interpolation, 

après avoir choisi la mesure de déformations. L'introduction de ces relations dans 

l'équation (5.5) donne l'expression discrétisée de W :  

ne1 nel ne1 

dans laquelle U" dénote le symbole d'assemblage par élément finis et re le résidu 

élémentaire d'équilibre. Ce vecteur est constitué des forces internes fie,, provenant de 

r - JE et des forces ezternes f&, provenant de fs et f ~ :  

Si nous introduisons les vecteurs globaux U et 6V désignant respectivement l'ensemble 

de toutes les variables élémentaires ue et 6ve, la forme discrétisée (5.8) s'écrit après 

assemblage 

IV=-bV.R(U) = O  (5.9) 

avec 
nel nel nel 

e=l e=l e=L 

appelé résidu global d'équilibre. Sachant que la relation (5.9) doit être vérifiée pour 

tout vecteur d V  cinématiquement admissible, nous déduisons finalement: 

Cette relation constitue ce qu'on appelle le système fondamental de la méthode des 

éléments finis en déplacements; elle exprime l'équilibre à l'instant t entre les forces 

appliquées au solide et les contraintes sous forme discrétisée spatialement par éléments 

finis. Étant fortement non linéaire tant sur le plan géométrique que matériel, la ré- 

solution du système (5.10) nécessite un algorithme de résolution adapté, que nous 

étudierons dans ce qui suit. 
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5.3 Résolution des équations fondament ales 
5.3.1 Généralités 

La loi de comportement élastoplastique que nous envisageons utiliser est de type incré- 

mental: elle dépend du chemin parcouni. La résolution du système non linéaire (5.10) 

exclut dans ce cas l'urilisation d'une approche directe. qui consiste B chercher la réponse 

de la  structure à un niveau donné de sollicitation esterne par des méthodes mathéma- 

tiques itératives [SBFGS. Odeï21. La préférence est donnée à 1' app~oche  incrémentale 

[Ode72], qui  consiste appliquer le niveau de sollicitation par incréments successifi à 

l'aide d'un punimètre de charge normalise X. en recherchant a chaque étape la réponse 
de la structure. Il en résulte une série de courbes retraçant l'évolution des déplace- 

ments en fonction du chargement (Fi0gure 5.1): autorisant ainsi l'étude de la stabilité 

de la structure a tous les nivean de charges. 

Figure 5.1 : Courbe caractéristique charge-déplacement 

Cependant. plusieurs t'pes de problèmes sont difficilement résolvables si le pro- 

cessus incrémentai est contrôlé par l'accroissement du paramètre de charge. C'est le 

cas des problèmes d'instabilité, où la réponse charge-déplacement montre un type de 

comportement semblable à celui esquissé sur la figure 5.1, pour lequel la charge et/ou le 

déplacement peut diminuer au cours du temps. Dans ce cas, d'autres alternatives sont 

utilisées pour pallier A cette difficulté. telle l'incrémentation du déplacement ou de la 

longueur d'arc. Sous commençons tout de suite par introduire brièvement la méthode 

incrémentale pour ensuite présenter dans Ies sous-sections qui suivent, quelques ex- 
pressions relatives à la méthode que nous avons privilégiée pour résoudre les équations 
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non linéaires et les stratégies de la résolution non linéaire. 

L'idée de base de la technique incrémentale est en fait de linéariser les équations 

non linéaires. Cela peut être obtenu soit par l'emploi d'un principe incrémenta1 (qui 

correspond au calcul de la ~ariation de LV), soit par un développement en série de 

Taylor des équations non linéaires. au voisinage d'une solution connue, limitée aux 

termes linéaires. On peut montrer que la méthode de Newton-Raphson, utilisée pour 

résoudre directemenr; les équations non linéaires, fournit les équations linéaires de la 
méthode incrément ale. 

5.3.2 Expressions relatives à la résolution par la méthode de Newton- 
Raphson 

L'utilisation de la méthode incrémentale nous amène à considérer comme connue la 

configuration Ct du solide à l'instant t et à rechercher la configuration Ct+At en équilibre 

sous le chargement extérieur F,,(t + At) appliqué à l'instant t + At. L'algorithme 

itératif de Newton-Raphson consiste à construire une suite d'approximations q+,, de 

la configuration d'équilibre recherchée Ct+At, soit à trouver une solution "améliorée" 
uï+' telle que: 

\ l . ~ ( ~ ' + l )  = + du') = O et u('=O) = u(t) 

La linéarisation de l'espression de W au voisinage de ui permet de déduire l'équation 

à résoudre à chaque itérationl tant que la convergence n'est pas satisfaite: 

w (u') + d~ (ui, du i )  = O (5.11) 

dans laquelle 

aw = &Win, - dw& 
avec 

P 

les rapports JV = IdV/dkk[  et Js = IdS/dSo[ expriment respectivement le changement 

de volume et d'aire d'un élément différentiel du corps solide, entre la configuration 

de référence et la configuration courante. Nous supposons que la variation des efforts 



extérieurs en fonction du champ de déplacements peut s'exprimer symboliquement sous 

forme 

Par ailleurs. nous supposons que la loi constitutive nous permet d'écrire 

Remplaçons à présenc dans l'équation (3.12) dFii,, et dW, par la somme des 

dW& et dl-&, correspondanr à chaque élément e. tout en tenant compte de ces der- 
nières relations: 

nel ,. 

nel nel - 

En utilisant sur chaque élémenr les approximations (5.6, 5.7) de 6v et de bo et des 

expressions analogues de du et de en fonction de due, nous obtenons I'expression 

discrétisée suilante de dTI': 

où ke est la matfice de rigidité tangente élémentaire. composée de  trois matrices élé- 

mentaires: une matrice de rigidité matérielle notée km, une matrice de rigidité géomé- 

trique notée k: et une matrice de charge suiveuse notée k: 

avec 
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Dans le cas où les efforts extérieurs ne dépendent pas de la déformée du solide, la 

matrice kt est nulle. Par contre. si les efforts extérieurs dépendent de la déformée 
(comme dans le cas d'une charge hydrostatique), la contribution de la matrice ki dans 

la matrice de rigidité tangente ke est essentielle. Dans nos travaux, nous admettons 
qu'il n'y a qu'un type de chargement indépendant de 17état de déformation. Il vient: 

La matrice de rigidité tangente globale K se construit par assemblage des matrices de 

rigidité élémentaires ke: 
n el 

tel que, si dU est le vecteur global des corrections nodales 

Finalement. la 

de l'expression 
substitution dans l'équation (5.11) de l'expression de W par (5.10) et 

de dT1' par (%l6), nous permet d'obtenir la relation 

oh Ri = R(Ui) et Ka = K(Ui) sont respectivement le résidu d'équilibre et la matrice 
tangente globau évalués à l'itération i. Cela conduit au système matriciel suivant: 

définissant l'algorithme de base de la méthode de Newton-Raphson standard. Nous 
avons privilégié cette méthode par rapport aux méthodes du type quasi-Nezuton, gra- 

dient conjugué préconditionné, ou autres [FafB?] , pour sa grande robustesse maintes 

fois démontrée et aussi pour la nécessité de connaître la matrice tangente "exacte" pour 
l'étude des instabilités et le calcul des zones post-critiques. 

5.3.3 Stratégies de résolution 

Introduction 

Certains types de problèmes non linéaires entraînent parfois des phénomènes d 'instabilité, 

où la réponse charge-déplacement montre une rigidité négative et la structure doit, afin 
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de demeurer en équilibre. libérer de l'énergie et passer subitement d'une configuration 

à une autre (Figure 5 .2 ) .  Ln bel exemple de ce t g e  de comportement est le flambe- 

ment des colonnes métalliques. que l'ingénieur a dû comprendre et considérer pour le 
dimensionnement de ces pièces. 

L'emploi simultané de composants structuraux toujours plus élancés (et/ou plus 

minces) et de matériau toujours plus résistants, a h  de satisfaire les exigences accrues 
de l'optimisation du poids et des formes! rend les structures d'autant plus sensibles aux 
phénomènes d'instabilités. 

Même si I'ingénieur possède actuellement des techniques d'évaluation du seuil de 

stabilité d'une structure ("charge critique". "charge de ruine", "force portante") [Faf87, 

Frei81, il reste qu'il ne pourra évaluer l'économie et la sécurité de cette structure 
que s'il peut en prédire le comportement jusqu'à sa ruine. L'objectif de calculer les 

zones post-critiques est devenu ces dernières années un aspect essentiel dans l'étude 

de comportement des structures pour le dimensionnement de diverses composantes 
[Cri97a. Cri9ib. Faf8T. Opp821 et ne peut être atteint que par une analyse non linéaire 

accompagnée de bonnes techniques de résolution. 

On peut montrer que le principe incrémental du travail virtuel n'est rien d'autre 

que l'expression du critère de stabilité7 et que la matrice tangente globale du principe 

discrétisé est précisément celle associée a la forme quadratique qui en découle; le seuil 
de stabilité sera donc atteint torsque la matrice tangente globale cessera d'être définie 

positive [Faf;S71. Pratiquement parlant lorsque son déterminant D s'annule. Tant que la 
structure est stable. le déterminant D est positif; si D devient négatif, alors la structure 
devient instable. Plus généralement. le changement de signe indique la transition 
d'une forme d'équilibre (stable,/instable) à l'autre (instable!stable). Cependant, on 

classe le phénomène d'instabilité selon le type du point stationnaire; si ce point est 

un point limite (eztremum), on dit qu'il y a présence d'insabilité par point limite ou 

cloquage (Figure 5.2.a). Mais si le point stationnaire est anguleux, de type bifurcation 
( branchement). loistabilité est dite par bifurcation(Figure 3.2 .b) . 

Plusieurs approches s'offrent pour le calcul automatique des zones pré et post- 
claquages [Faf87. lko871. Une d'entre elles est la méthode de déplacement imposé 

[BDiS. PS811, qui fournit, dans certains cas simples: la solution, même si la charge 
décroît au moment où le déplacement augmente. Par contre, si le comportement du 

système est schématisé par une courbe du même type que celle de la figure 5.2.a, 
le pilotage en déplacement échoue dès l'approche des points limites en déplacement 
[FaB?]. Une alternative intéressante qui semble la plus performante est la méthode 
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. déplacement Iimite (tangente verticale) . charge limite (tangente horizontale) 

Déplacement - 

a) Instabilité par cloquage 

point de bifurcation 

Déplacement 

b) Instabilité par bifurcation 

Figure 5.2: Type d'instabilité 
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de Riks [Cri80! Cri81, R0831. Cette méthode, dont nous présentons une variante qui 

nous a été utile dans ce travail! appartient a la classe des méthodes de type longueur 

d'arc, où l'on retrouve les techniques de pilotage les plus réussies et les plus générales 

pour traiter tous les types de problèmes non linéaires. Il n'en demeure pas moins que 

ces méthodes sont inefficaces dans le cas de bifurcation, due à la discontinuité de la 

tangente au point anguleux (Figure 5.2.b). Une solution réside dans la transformation 

du point de bifurcation en point limite, en donnant une "imperfection" a la structure au 

voisinage A du  point anguleux, par exemple à l'aide de d'une petite force perturbatrice; 

il est alors possible d'atteindre une configuration en équilibre B sur la branche instable 

(Figure 5.2.b). D'autres techniques, dont celle de Walker [CVd69] et de Riks [RikTS], ont 

été proposées pour solutionner ce type d'instabilité. De plus, une étude comparative 

assez complète et détaillée sur les a lgo~thmes de résolution d'équations non linéaires 

et le calcul des zones post-claquages et post-bifurcations a été faite par Fafard [Faf871. 

Enfin: une remarque essentielle s'impose avant de clore cette brève introduction; 

s'il est chir que la convergence vers L'équilibre peut être mise en défaut au "passage des 

points stationnaires", il n'en reste pas moins que le calcul exact du résidu d'équilibre est 

essentiel pour pouvoir passer convenablement ces extrema; de plus, il est évident qu'un 

point stationnaire ne peut se détecter, et par suite être franchi: que si l'on travaille 

avec une matrice tangente exacte [F're78]. 

Algorithme de Riks modifié 

Sous l'hypothèse d'un chargement conservatif variant selon un seul paramètre A, le 

vecteur global des sollicitations externes s'écrit à tout moment: 

où P est le vecteur global des forces de référence appliquées sur la structure. Ainsi, le 

système fondamental à résoudre à chaque instant (équation 5.10) se réécrit: 

La méthode de Riks considère le parmètre  de charge comme inconnue supplé- 

mentaire du problème et propose, pour contrôler l'évolution de la solution, un autre pa- 

ramètre de pilotage correspondant à un déplacement s sur l'arc de la courbe d'équilibre 
(courbe charge-déplacements) , de sorte que 
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Cne version de cette méthode est présentée dans ce qui suit. Nous procédons 

d'abord à une mise en échelle de l'espace solutions (U; XP), dans le but d'obtenir 

approsimarivemenr le même ordre de grandeur sur chacun de ses axes. Cela est effectué 
en introduisant. d'une p a n .  la variable f mesurant la plus grande valeur absolue de 

toutes les lariables nodales obtenues à l'itération initiale linéaire et: d'autre part, le 
scalaire P = (P - P)' '. Le nouvel espace est alors engendré par X P et U: tels que 

et la courbe charge-déplacements est à ce moment-là l'ensemble des points d'équilibre 

décrits par le vecteur (Ü: .\) dans ce nouvel espace. Supposons à présent que la solution 

ait été obtenue jusqu'au point -4' = (ÙO: A") (Figure 5 -3). L'état d'équilibre en ce point 

est donc caractérisé par: 
R(UY .\O) = O (5-19) 

ü- 

Figure 5.3: Algorithme de Riks modifié 

Sous cherchons à déterminer le point -4 = (Ü: A) suite a un accroissement 4s 

de la longueur d'arc. choisi suilant la tangente au point -4'. Nous avons pour As: 

1 s  = (10: AX) : (AÙ: AX) = A U  AU + (AX)* (5.20) 

avec 
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Ce nouvel état est caractérisé par 

R(U, A )  = R(UO + AU, X0 + 9 X )  = O 

En développant cette relation en série de Taylor limitée aux termes linéaires et en 
tenant compte de (5.18) et (5.19), nous obtenons: 

où Ko = K(Uo) est la matrice tangente évaluée au début du pas. À l'aide de cette 

relation, nous exprimons une première approximation de AU et de AU en fonction de 
AA: 

AU' = AXUO,, = I l X  ÜO, (5.21) 

dans lesquelles 

uO, = (KO)-' P et 0% = u$/Ü 

En remplaçant 9Go de l'équation (5.21) dans (5.20), nous trouvons une première 
approximation AX 

Le signe de AXO (direction de la réponse le long de la tangente) est choisi tel que la pro- 
jection de (4Üo;  4 X o )  = AXo (Ü:; 1) sur la solution au pas précédant (AU(-'); AX(-')) 
soit positive: 

Connaissant AxO, nous pouvons trouver une première approximation de AU avec 

(5.21). La valeur de la première approximation de (Ur A) est donnée par: 

correspondant au point A' sur la figure (5.3). Généralement, la solution (U'; A') ne 

satisfait pas l'équation fondamentale (5.18); autrement dit: 

A ce stade, nous faisons intervenir la méthode itérative de Newton-Raphson pour 

rechercher une correction (du; dX) à cette solution dans le plan passant par A' et 

orthogonal a la tangente (ÜF; 1) (Figure 5.3). L'algorithme nécessaire à cette fin se 
résume à la suite d'opérations suivantes: 
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. Initialisation: 4 X i  = AXO, AUi = AX' U; 

Itérations d'équilibre: pour chaque itération i ( i = 1,2,3: . . .) 

1. Évaluer (u'; A": 

2. Construire Fint, Ki: 

3. Vérifier l'équilibre: 

Si toutes les composantes de Ri sont suffisamment proches de 0, l'équilibre 

entre les forces nodales extérieures (XiP) et intérieures (Fin,) est atteint. 

Le champ de déplacements Ui caractérisant la configuration du solide en 

cet instant est considéré "valable". Cependant, avant d'accepter la solution 

(Ui; Xi), il faut aussi vérifier si la correction (EUi du champ de déplacements 

est suflisarnment petite relativement à l'incrément total AUi. Si c'est le 

cas, le processus itératif a convergé et la solution (U'; Xi), est acceptée. Si 

ce n'est pas le cas, ou si Ri # O, le processus est poursuivi. 

et trouver les vecteurs déplacements Uk et 

5. Trouver la correction (mT" ddi) à ajouter a l'incrément (AU'; AXi): 

Cette correction exige que le vecteur joignant les points A' et Ai+', soit or- 

thogonal à la tangente (@; 1) (Figure 5.3). Ce qui se traduit par l'équation: 

(O; -pi) + (&R; pi)  + dAi (ei; 1) : (u:; 1) = O 
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dans laquelle = Ri - P/P2 désigne la projection de & sur P. -k l'aide de 

cette équation. nous trouvons la correction dXz: 

dxi = - dut, u0, 
05-Ù$;l 

et par suite. la correcrion dUr est obtenue à l'aide de (5.25) : 

et retourner à (1) pour la prochaine itération. 

Remarques 

Dans un problème élastoplastique. l'utilisation de l'algorithme de Riks tel que 

défini précédemment. fournit. si I%coulement plastique a lieu, une direction de 

déformation .non représentati~e'~ de la tangente à la courbe d'équilibre. Pour re- 

médier à cela. la mise à jour de U$ est effectuée après chaque itération d'équilibre. 

Le calcul de dXi gràce à l'équation (5.26) est alors remplacé par: 

faisant en sorte que la recherche de l'équilibre soit dans un plan orthogonal à 

la dernière tangente obtenue (fi;': 1) au lieu de la tangente correspondant au 

début du pas (Ù:: 1). 

La valeur de l'incrément 1 s  de la longueur d'arc est initialement suggérée par 

l'utilisateur et ajustée automatiquement dans les pas subséquents de façon à tenir 

compte des &fficultés de convergence dues aux courbures locales de la courbe 

charge-déplacements. Dans cet ordre d'idées, nous discutons dans ce qui suit des 

critères de convergence et de l'algorithme utilisé pour automatiser la résolution. 
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5.3.4 Critères et contrôle de la convergence 

Critères de convergence 

Dans les calculs itératifs. on teste ordinairement la convergence à l'aide d'un rapport 

de deux scalaires ou de deus normes si l'on compare des vecteurs; le dénominateur 

rend le rappon non dimensionnel. tandis que le numérateur décroit progressivement 

s'il y a convergence. .linsi. l%quilibre du solide est jugé satisfaisant quand la norme 

du résidu d'équilibre est suffisamment petite comparativement à la norme du vecteur 
forces externes 

et pour garantir 

déplacements U. 
que la solution obtenue constitue une bonne mesure du champ de 

il faut s'assurer aussi que la norme de la dernière correction d U  est 
suffisamment petite relativement à l'incrément total AU 

Dans ces espressions. dites respectil-ernent critère de forces et cetère de déplacements, 

Er, e,  sont les précisions demandées par l'utilisateur et llvll est la norme du vecteur v, 
choisie indifféremment parmi les trois normes classiques, à savoir 

ML = bd la nome  absolue 
n 

V !  = (V ) l 2  la nonne euclidienne 

v = m 1 [ la n o m e  du maximum 
n 

Dans nos tralaus. nous utiiisons la norme du maximum et nous retenons les deux 

critères pour décider de la konvergence7' de la solution pour un incrément donné. 

Cependant. pour éviter de comparer des grandeurs présentant des ordres de grandeur 

différents, nous réunissons toutes les variables de même "type7' dans un seul groupe, 

dit champ, auquel nous associons un flux conjugué [HKS95]. Par exemple, dans une 

analyse structurale (couplée éventuellement à une autre andyse tel un transfert de 

chaleur), nous distinguons le champ de translations du champ de rotations (du champ 

de températures. etc.) dont les flux conjugués respectifs sont les forces et les moments 

(flux de chaleurs. etc.). Les tests de convergence sont alors vérifiés pour tous les 
champs actifs dans le problème et la solution n'est acceptée que si chaque champ actif 

a, satisfait les deus critères de convergence précédents, qui se réécrivent: 
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0 Critère de forces 

a Critère de déplacements 

où nous avons introduit. pour chaque champ a. les mesures suivantes pour décider si 

un incrément a '-convergés' ou non: 

Rm, La plus grande composante du résidu d'équilibre associé au champ a. 

F& La plus grande composante du fius courant associé au champ a. 

E: La tolérance sur le rapport R, a son correspondant F:,. 

dt-,, La plus grande correction nodale de n p e  a. fournie par l'itération courante de 

Xemon-Raphson. 

AUE, Le plus grand accroissement nodal de type a dans l'incrément 

EU La tolérance sür le rapport de dC;, à son correspondant AU& 

Une erreur sur le résidu inférieur à ?% permet. dans la majorité des calculs non linéaires 

en ingénierie. d'obtenir de bons résultats. Cne précision E: de 0.005 est alors admise 

par défaut dans le critère de forces (5.19): néanmoins l'utilisateur peut toujours lui 

assigner une autre valeur. Si féquilibre est réalisé au sens de l'inégalité (5.29), la 

solution est acceptée si le critère (5.30) est satisfait également ou si la correction à la 

prochaine itération. qu'on estime égale à [HKSSJ]: 

vérifie le même critère: 

Les indices i, i - I o  i-2 réfèrent au numéro d'itération et (R&)" réfère à la plus grande 

composante du résidu associé au champ a. suite à la première itération de l'incrément. 

-4 moins qu'elle soit choisie par l'utilisateur~ nous avons attribue à la précision EU une 

d e u r  par défaut égale à 10-'. 
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Ajustement automatique du paramètre imposé 

Les vaieurs successives du paramètre imposé (incrément de charge, de déplacement 

ou de la longueur d'arc) peuvent être définies a priori par l'utilisateur ou être mo- 

dsées ou ajustées d'un pas à un autre automatiquement suivant le degré de non- 

linéarité du problème [BHI<ST8] et les caractéristiques de convergence du pas précé- 

dent [CriSI. R083. Faf8fl. Dans le programme ABAQUS, Hibbitt et Karlsson [HKS951 
utilisent, pour controler l'incrémentation. un schéma automatique fondé sur une vaste 

expérience avec divers problèmes. Pour résoudre un problème non linéaire, l'analyste a 

la possibilité dans ABAQCS de spécifier 17incrémentation à suivre ou de laisser le code 

choisir son propre schéma d'incrémentation, en se basant sur les tolérances spécifiées 

par l'utilisateur. Dans ce cas. ABAQCS se sert principalement des valeurs maximales 

des résidus obtenus au cours des itérations. En comparant les valeurs successives de ces 

grandeurs. ABAQL-S détermine si la conyergence devrait se produire après un nombre 

d'itérations n'excédant pas ie maximum alloué. Dans le cas où l a  convergence de la so- 

iution est jugée probable après un nombre d'itérations raisonnable, le processus itératif 

est poursuiri. Si ABAQCS juge que la convergence a peu de chances de se produire, il 

réduit automatiquement la taille du paramètre imposé et tente à nouveau de trouver la 

solution convergée. Si elle semble échouer encore: il reprend les itérations en réduisant 

une fois de plus la taille de l'incrément. Ce processus est répété tant que la solution 

n'est pas trouvée, sous résen-e que la taille de l'incrément reste supérieure à la taille 

minimale précisée par l'utilisateur et le nombre de tentatives inférieur à une valeur 

prédéfinie dans le code. Enfin. si les incréments successifs sont résolus en un nombre 

minimal d'itérations. ABAQL-S peut é~entuellement augmenter la taille de l'incrément, 

sans toutefois dépasser la taille maximale imposée par 17utilisateur. 

Nous nous rapportons dans ce travail à cette approche fiable et efficace. Les pa- 
ramètres de contrôle que nous introduirons au fur et à mesure sont destinés à contrôler 

le schéma d'incrémentation. Les valeurs qui leur sont assignées par défaut sont choisies 

dans l'intention d'optimiser la précision et l'efficacité de la solution d'un grand éventail 

de problèmes non linéaires. Si ces valeurs ne semblent pas contenter l'utilisateur, il 

peut toujours opter pour les siennes. 

On se donne un incrément (de charge, de déplacement ou de la longueur d'arc). 

Si après ID = 4 itérations. la convergence de la solution n'est pas encore atteinte, 

nous commençons à suivre de près le comportement des valeurs maximales Rm, des 

résidus. Parfois, ces d e u s  n'auront pas tendance à diminuer d'une itération a une 

autre durant la séquence d'itérations, ce qui devrait être le cas si l'état initial se situe 
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à l'intérieur du ';rayon de con\-ergexel de la méthode de Newton-Raphson. L'itération 

devrait être abandonnée si les résidus ne réussissent pas à décroître entre deau itérations 

consécutives- - , s i .  si 

f'incrément est considéré trop grand. Sa taille est réduite de DD = 25% afin de 

recommencer la recherche de la solution à partir de la fin du pas précédent. 

Dans certains cas. même si le taux de convergence est uniforme: elle nous paraît 

improbable. dans Le sens où l'incrément semble nécessiter beaucoup d'itérations par 

rapport à ce qu'on s'est fké comme maximum. Si nous ne parvenons pas à obtenir la 

convergence après IL- = 8 itérations, nous procédons comme suit: 

Étant donné que le taus de convergence est uniforme. nous supposons 

soit 

(G)' = K, (R&)'-' = K , ~  = . . . = Ka 'i-7' ( ~ , ) 7  

Par ailleurs. la configuration d'équilibre est considérée atteinte lorsque 

de telle sorte qu'à l'itération i, l'hypothèse précédente prédit la convergence du champ 

a! à l'itération n, pour laquelle 

et par conséquent 

Évidemment' nous devons aussi avoir 

sans quoi nous supposons que la solution diverge et n, excède Ie nombre maximum 
d'itérations permis dans l'incrément; par défaut IM = 16. Nous introduisons à 

présent le maximum n des itérations n,. Suivant la valeur de n, les cas que voici 

peuvent se présenter: 
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1. si n > Il*. le pas courant est repris avec le même incrément mais réduit de 

Dc = 50%- 

2. si n 5 I-lr. les itérations sur le pas courant sont poursuivies. 

Il s'avère parfois utile d'augmenter les d e u r s  assignées par défaut aux paramètres 

ID et ILr afin d'él-irer une réduction prématurée de la taille de l'incrément imposé. 

Par exemple. dans des analyses complexes incluant différentes sortes de non-linéarités 

(géométriques. matérielles et de conract) et où on peut éprouver de sérieuses difEcultés 
de convergence: il esr profitable à l'udisateur de choisir ID = 8 et Iu = 10 [HKS951. 

Par ailleurs. pour tirer profit des pas précédents, l'efficacité de réussir la résolution 

des équations non linéaires est exploirée dans la sélection de la taille du prochain 

incrément. Ainsi. si dans deus incréments consécutifs, la convergence est atteinte 

en moins de IF = 3 itérations, ce qui est --assez rapide", la taille de l'incrément est 

augmentée par un facteur de DF = 1-5 pour le prochain pas. Par contre, si un incrément 
prend plus que I5 = 10 irérations pour converger. la convergence est qualifiée de "lente" 
et le prochain pas esr entamé avec un incrément réduit à Ds = 0.75 fois l'incrément 

courant. 

Soulignons pour t erminer. que l'a justement automatique de l'incrément est condi- 

tionné par le nombre de tentath-es pour réussir la convergence qui ne doit pas dépasser 

un maximum de TEeif = 3 tentatives à chaque pas (valeur prise par défaut mais pou- 

\ant être mdifiée) et par la taille de l'incrément qui ne doit pas déborder de l'intervalle 

[INCmi,, 1-VC-] par l'utilisareur pour ces propres analyses. 

5.4 Conclusion du chapitre 

Dans ce chapitre nous avons émis les hypothèses de base et introduit les principales 

expressions et notations relatives à la discrétisation par la méthode des éléments finis 

du modèle ~ariationnel en déplacements (5.1) et à la résolution par la méthode de 

Newton-Raphson du système fondamental (5.10) obtenu suite à la discrétisation. 

Le méthode de résolution choisie n'est évidemment pas unique et, sans que les 

principes du problème ne changent. d'autres techniques peuvent être utilisées pour 
résoudre le système (3.10) toutefois notre choix est justifié par la nécessité de connaître 
la matrice tangente exacte pour l'étude des instabilités. 

En ce qui concerne le pilotage de la résolution, nous avons mis l'accent sur la 

méthode de pilotage en longueur d'arc de W. puisque en réalité, elle inclut le pilotage 
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en charge imposé et en déplacement imposé. Nous avons montré comment déterminer 

efficacement! grace a cette technique, l'et at d'équilibre statique pendant les phases 

instables de la réponse, sans pour autant perdre de vue les difficultés de convergence 

qui peuvent sun-enir lors du calcul des zones post-bifurcation. 

Un autre point qui ressort de ce chapitre est la notion de "champ/flux conjugué", 

introduite pour classer les differentes variables L'cinématiques/mécaniques" selon leur 

m e  respectif. Cette notion est fort utile dans les problèmes à grands déplacements et 

à grandes rotations ou dans des analyses impliquant des 1-ariables à unités différentes 

ou à ordre de grandeur différents (température, potentiel électrique, . . . , etc.). En 
pareil cas! il convient de tester la convergence de chaque champ actif dans le problème 

avant d'accepter la solution. 

Notre but de se doter des outils et des techniques de base nécessaires à l'élaboration 

des modèles de poutre et de coque est enfin atteint. Nous nous abstiendrons ici de dis- 

cuter les hypothèsest le champ d'application et les mérites de chacun de ces modèles- 

Cela sera fait dans les deux chapitres subséquents et plus concrètement dans les cha- 

pitres "Résultats numériques" et "Applications industrielles". Cependant, vu le champ 

d'application escompté de ces modèles, nous choisirons comme mesure de déformations 

le tenseur de Green-Lagrange et comme mesure de contraintes son conjugué, le ten- 

seur de Pioia-Kirchhoff de seconde espèce et nous interpréterons le vecteur 6v (noté 

désormais bu) comme des déplacements virtuels au lieu des vitesses virtuelles. 
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Chapitre 6 

Théorie des poutres 

6.1 Introduction 

Une partie de ce chapitre est relative à la présentation générale des relations qui 

caractérisent la théorie des poutres courbes tridimensionnelles fléchissant dans deux 

plans mutuellement orthogonaux. en tenant compte des effets de membrane, de ci- 

saillement trans-ersal et de torsion sans gauchissement autour d'un axe de référence 

définissant la poutre. Ce modèle généralise les modèles classiques de Euler-Bernoulli 

[Sd88, Th561 et constitue ce ce qu'on appelle parfois le modèle de poutre de Tàmo- 
shenko [Tim22. Tim56. Tim68] basé sur I'hgothèse des sections droites pour définir le 

champ de déplacements: les sections planes initialement normales à l'axe de la poutre 

restent planes. mais pas nécessairement normales à l'axe. Ce modèle de poutre basé 

sur une formulation Zagmngzenne totale en petites déformations est généralement très 

utile pour l'analyse non linéaire élastique et élastoplastique en grands déplacements et 

en grandes rotations des structures tridimensionnelles, constituées de poutres épaisses 

à sections pleines où les déformations de cisaillement transversal peuvent être impor- 

tantes. Cependant. si ces déformations ne sont pas négligées, il est supposé qu'elles ne 

peuvent produire de gauchissement dans les sections et que la réponse au cisaillement 

transversal est purement élastique: seulement les effets de membrane, de flexion et de 
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Figure 6.1: Géométrie de la poutre 

torsion sur les déformations plastiques sont considérés. 

L'autre partie du chapitre est consacrée à la discrétisation par éléments finis, soit 

la formulation des éléments finis linéaires et quadratiques, l'interpolation et l'actualisation 

des champs de déplacements et de rotations et enfin, la discrétisation de la forme varia- 

tionnelle en déplacement permettant de définir le vecteur résidu et la matrice de rigidité 

tangente. Ces éléments finis, considérés utiles pour l'analyse élastique et élastoplas- 

tique des poutres épaisses, ont été formulés de façon à pouvoir traiter efficacement les 

poutres minces pour lesquelles l'influence des déformations de cisailIement transversal 

est négligeable. 

6.2 Aspects géométriques et cinématiques 
6.2.1 Définitions géométriques 

Géométriquement, une poutre est un solide défini par un ensemble de sections trans- 

versales connectées par une ligne courbe orientée, que nous nomons ligne de référence 

déhissant l'axe cuniligne de la poutre noté A (Voir figure 6.2.1), telle que la plus 

courte distance de n'importe qu'elle particule du solide a l'axe A soit relativement 

petite par rapport à la longueur et au rayon de courbure de la ligne. Une configuration 

donnée de la poutre est alors décrite par un champ vectoriel donnant la position d'un 

point matériel de l'axe de la poutre et une base mobile orthonormale, qui physiquement 

modélise la section transversale passant par ce point. 

Considérons la poutre dans sa configuration initiale et soit p un point matériel 

situé sur l'axe curviligne A. Nous associerons de façon bijective le point p à son abscisse 

curviligne S; lorsque S décrit le segment [O, LI, p décrit l'arc p l ,  p ~ .  Nous pouvons alors 
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se donner la ligne de référence par la représentation paramétrique: 

où S. Y. Z sont les coordonnées du vecteur position X du point p, relativement à la 

base cartésienne [i. j? kj. L'élément dinérentiel en p s'écrit en fonction de dS: 

d X =  SdS 

où S dénote le vecteur unitaire tangent en p à la ligne de référence: 

Sous avons donc: 

d S 2 = d ~ - d ~ = d x 2 + d ~ 2 + d ~ 2  

Xous attachons au point p. dans sa configuration initiale, la base orthonormale A' (S) G 

[T. N1' N2] dont les vecteurs de base sont choisis tels que, N1 et N2 soient dans le 

plan de la section transversale et T normale à ce plan. Nous supposons que la section 

transversale au point p est initialement perpendiculaire à l'axe de la poutre S, ce qui 

laisse supposé que T est initialement choisi tangent à la ligne de référence: 

A présent, appelons [A] la matrice qui fait correspondre aux trois vecteurs T, Ni, N2 
les trois vecteur dérivés. telle que l'on ait: 

La matrice [A] est antiqmétrique. En effet' nous avons: 

T T = 1. T Na = O et N, - NB = 6: (symbole de Kronecker) 

L'indice a et d'autres indices grecques minuscules que nous utiliserons dans ce chapitre, 

tarient de 1 à 2. En dérivant ces dernières formules, il vient: 
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La  matrice El L - étant antisynétrique. elle est définie par ses trois composantes strictes 

B, et B sont des scalaires nommés 

[Lar88]. Il vïenr ainsi: 

- 
= -BI et -423 = B 

respectivement, courbures et torsion de  la poutre 

Le gradient de la direction N, par rapport à l'abscisse curviligne S, s'écrit alors: 

avec 

où nous avons inrroduit le symbole de penutat ion c i ,  défini par: 

L E : = É ~ = o ,  < = - % = I  

Dans la configuration actuelle, nous pouvons toujours définir au point p, une base 

orthonormale A(S) [t? nl? n2] et faire correspondre les trois vecteurs de cette base 

aux trois vecteurs de base T. NI, N2 par une transformation orthogonale R, telle que 

!'on ait: 
t = R - T  et n , = R - N ,  

Si @(S) dénote le vecteur rotation au point p, le tenseur orthogonal R peut être défini, 

comme déjà vu au chapitre 4. en termes de +(S) par: 

s i n # -  1-cos4 
~ = e x p ( + )  =cosq5I+-@+ 

4 @2 
@ @ 4  

où o = I]&II et 6 est le tenseur anti~~ymétrique défini par les propriétés: 

& @ = O et 4 - v = t$ x v pour tout vecteur v 

-Uternativement, l'algèbre quaternion peut être utilisé pour spécifier l'orientation de la 

base actuelle A(S). Dans ce cas, le tenseur orthogonal R est remplacé par le quaternion 

unitaire r = (ro, r ) ,  où 
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R est alors donné par 

R =  ( 2 i ~ - 1 ) 1 + 2 r ~ i + 2 r @ r  

et l'orientation des 1-ecteurs directeurs suit donc la règle non linéaire: 

Enfin. nous considérons que la ligne de référence dans la configuration actuelle 

est décrite par la même coordonnée curviligne S. Si alors, nous désignons par x(S), le 

vecteur position, dans cette configuration. du point matériel p, nous pouvons définir le 

vecteur unitaire tangent à la ligne de référence en p par: 

où X est l'élongation &ale suilant S. donnée par: 

En plus. nous pouvons comme précédemment définir les courbures et la torsion par: 

Ce qui nous 

rapport a S 

3 a 3  ba =e, t - -  an1 an2 
as et b= - - -= -n l - -  as as 

permet de les combiner pour exprimer le gradient de la direction n, par 

6.2.2 Hypothèses cinématiques 

Xous avons supposé que la section transversale de la poutre au point p est cette partie 

du plan définie par les 1-ecteurs unitaires orthogonaux Nt et N2, initialement perpen- 

diculaire à l'axe de la poutre défini dans la configuration de référence par le vecteur 

tangent T = S. La t-héorie des poutres de Tirnoshenko (Timoshenko 1956) adoptée 

suppose que ce plan resre plan dans la configuration déformée, mais pas nécessairement 

normal à la Iigne moyenne. En outre, nous supposons que La section transversale peut 

subir dans son plan une es~ansion homogène définie par un facteur f ,  dit facteur de 

 dilatation^ dépendant de l'élongation axiale de la poutre. Ces hypothèses nous per- 

mettent d'énoncer qu'un point matériel q de la section transversale initialement situé 

à la position 

x(s.s'.s')=X(S)+S~N~(S), a = 1 , 2  (6-1) 
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Figure 6.2: Cinématique de la poutre 

est transforme dans la configuration actuelle à la position 

x(S, S' , s 2 )  = x(S j + f (S)SQ na (S),  a = 1,2 (6-2) 

Ces expressions sont fonctions de l'abscisse curviligne S et les coordonnées maté~elles 

(SI, S2) de la section transversale, associées respectivement aux directions NI et N2 
dans La configuration de référence (6.2)- 

Le gradient de la position actuelle du point q de la section transversale par rapport 
a la coordonnée cuMIigne S est: 

djZ: dx -=-  ana 
as as + f S a -  as 

où nous avons négligé la dérivée de f par rapport à S. Avec cette approximation et Les 
définitions établies précédemment 

Les gradients par rapport à Sa sont: 

Par ailleurs, L'élément de volume actuel dV en q s'écrit en fonction de dS, dS1 et dS2: 
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Dans la configurarion de référence. nous avons les expressions suivantes des gra- 
dients 

L'élément de volume initiale dI -"est donné par la relation paramétrique: 

où R est égale à 

Remarques 

Xous considérons dans cette étude des poutres à sections pleines et/ou fermées. 

Pour le comportement en torsion. nous considérons en particulier des sections 
pleines circulaires pour lesquelles la rigidité de torsion est du même ordre de 

grandeur que le moment d'inertie polaire de la section. Nous négligeons par 
conséquent les effets de gauchissement dus au cisaillement transversal puisque 

nous supposons que les sections restent planes au cours du mouvement- 

r Xous admettons que la longueur de la fibre longitudinale ne varie pas à travers 
la section transversale. Ceci permet d'approcher l'élément de volume dans la 

configuration initiale et courante par: 

Par contre. nous admettons que la section transversale peut subir une expansion 
homogène de sorte que le produit de l'aire et la longueur entre deux particules 
matérielles situées sur la ligne de référence demeure constante au cours du temps. 
Cela r e~ l en t  à supposer que le matériau est incompressible: 

soit 
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Cette condition traduit la quasi incompressibilité du matériau. Pour éviter 

d'éventuelles d ~ c u l t  és numériques mentionnées par Bat oz et D hatt [BDSOc] 

(précision er: convergence). nous introduisons une variable artificielle v,, dite coef- 

ficient de Poisson effectif. dom L'effet est de contrôler le degré d'incompressibilité 

du maté-rïau de sorte que 

Pour v, = 0- la section transversale est inestensible. 

Par abus de langage. nous avons appelé les entités b,, courbures de la poutre 

dans la configuration déformée. Strictement parlant, les courbures sont définies 

par [Lar88]: 

en choisissanr le 1-ecteur tangent unitaire s comme premier vecteur de base de 

A(S) (modèle classique basé sur l'hypothèse de conservation des normales). Tout 

de même. nous pouvons toujours approcher les courbures p, par les b,, puisque 

dans le conteste des petites déformations s t N 1. 

Rappelons. que dans le cas particulier des poutres planes, la flexion est effectuée 

dans un seul plan. L a  poutre peut être ainsi définie par une ligne de référence 

courbe décrite par l'abscisse curviligne S et un ensemble de fibre transversales: 

rectilignes de longueur h(S). Cne configuration arbitraire de la poutre est par 

conséquent décrite par le vecteur position x(S), du point genérique p de la ligne 

de référence et de l'orientation dans le pian du  vecteur unitaire n(S) , s'étendant 

sur la fibre transversale passant par p. Effectuées toujours dans le même plan 

et autour du meme axe. les rotations individuelles du vecteur n, se superposent 

linéairement en additionnant tout simplement leurs vecteurs rotations correspon- 

dants (voir chapitre 4): 

où # est le recteur rotation composé des vecteurs rotations individuelles &. En 
outre' la courbure dans ce cas est définie par [BDSOcl: 

dans laquelle s représente le vecteur unitaire tangent à l'axe de la poutre. 
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6-2.3 Gradient de deformation 

Le gradient de déformation reliant la configuration déformée de la poutre à sa confi- 
guration de référence est donné par 

où 3 et désignent les vecteurs de la base duale (contravariante), qui s'expriment 
d'après les notions de la sous-section 2.2.1 par: 

avec 
a x  aX a x  R=-. - 
as ( a s  asî) 

En tenant compte des résultats de la sous-section précédente, nous trouvons: 

ce qui permet d'expliciter l'expression du gradient de déformation F, 

et déduire ses composantes dans la base mixte: 

- F(=+ql - na F T = R-'[X(S - n,) + fsde;(b - B)] 

6-2.4 Mesure de d6formation 

La mesure de déformation adoptée est celle de Green-Lagrange, bien appropriée pour 
la description lagrangienne des poutres en grands mouvements mais en petites défor- 

mations. Le tenseur de déformation de Green-Lagrange est défini par 
1 
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qui. avec l'équation (6-3) .  prend la forme 

Les composantes du tenseur de Green-Lagrange sont ensuite évaluées dans la b s e  

[T. N&=1.2  en retenant que les termes linéaires en S' et S2 et en considérant R-2 = 
1 + 2 s " ~ : ~ ~  et R-' = 1 s S a ~ i B 3 .  Par aiiieurs. nous admettons que s . t x 1 et 

s - na << 1. -11-ec ces hypothèses. nous obtenons les composantes suivantes: 

1 
a l  = N, eG - T = $,if (S - na) + f2sBe;(b - B)] - 

Sous ajustons légèrement l'eqxession de ~ 1 1 .  Au lieu de multiplier la courbure initiale 

B3 par A'. nous la multiplions par X f. Cn tel changement n'affecte pratiquement pas 

le calcul de la courbure. Sous obtenons ainsi 

Yous supposons qu'il n'y a pas de contraintes dans les directions (a + 1) (P + 1). 

Les déformations dans ces directions ne contribuent donc pas au travail virtuel interne 

et ne seront pas ainsi considérées dans les développements qui suivent. Par ailleurs, 

nous introduisons les défonnations génémlisées suivant es: 

déformation de membrane 

défonnations de flexion 
(6.5) 
\ I 

déformations de cisaillement transversal 

déformation de torsion 
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La substitution de ces relations dans I'expression de la déformation de Green-Lagrange 

permet d'obtenir les déformations: 

6.2.5 Variation des déformat ions 

Première variation 

La première variation des déformations est obtenue par linéarisation des expressions 

des déformations, équations (6.6): dans lesquelles nous négligeons les termes contenant 

la variation 6 f: . 

où il est simple de montrer que 

d 6 9  
JK. = t . -  

as 
où dans l'expression de Sy, nous avons supposé que s x t et négligé 6X(b, - Ba) dans 

ka. Dans ces relations, 6x représente la variation du déplacement et Se la variation 

angulaire spatiale, reliée à la variation de la rotation 64 via l'opérateur tangentiel 

H(#), comme déjà vu au chapitre 4. 

Seconde variation 

Nous aurons besoin lors de l'évaluation de la variation du travail virtuel de la seconde 
variation des déformat ions. Celle-ci s'obtient de la première variation: 
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où nous démontrons. en tenant compte des notions du chapitre 4. que 

où encore une fois nous al-ons supposé s == t dans db-A e t  négligé dbX(b, - Ba) dans 

d6tca. 

6.3 Aspects cinétiques 
6.3.1 Expression du principe des travaux virtuels 

Le principe des t r anux  virtuels traduisant l'équilibre de la poutre siexprime par la 

fonne lariationnelie: 
T l 7  = TI;nt - TI-& = O (6-9) 

e-pression dans laquelle. T T - , ,  représenre le traxaii L-irruel des forces externes et Wi,t 
le travail ~ i r tue l  interne qui s'écrit. en prenant comme configuration de référence la 

configuration initiale de la poutre (descnption Zagmngienne totale): 

où S est le tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff de seconde espèce, conjugué à cc 

et que nous noterons a dans ce qui suit pour &<ter la confusion avec les coordonnées 

paramétriques (S' Sa) 

Comme nous avons supposé qu'iI n'y a pas de contraintes dans les directions (a + 1) (p + l), 
le travail rinuel interne s'écrit 



Théorie des poutres 120 

où d.4 = dS'dS2 représente lëlément d'aire initiale de la section transversale. La subs- 
titution des définitions des déformations rirtueiles permet de réduire l'expression de 

à - 

où nous avons inrroduil tes efforts génémltsés: 

-1- = JI4 O" d-4 : effort de membrane 

.\fa = J, - f S'E? d l  d-4 : moments de flexion 

Ta = J, f a ( ~ ~ l ~ l  d-4 : eflorts tranchants 

-\ f, = J4 f 's3g +-l'l d-4 : moment  de torsion 

Pour compacter la représentation du r ravd  ~ i n u e l  interne. nous définissons les vecteurs 

conjugués: 

F = ;-Y .VI' JI' T' T' sftiT. E E k l  fî* ;/1 72 

et l'opérateur différentiel: 

O 

a . \ n : - ( g + ~ ~ )  

a~ a Xx$(,+H,) 

-An; - H 

Xnf - H  

aH a t r - ( = + H z )  

reliant les wcteurs rirtuels 6E et bu = @ 6@IT. 1-ia la relation: 

L'expression de Ti-int prend ainsi la forme condensée: 
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6.3.2 Variation du travail virtuel interne 

Pour résoudre la forme mriationnelle (6.9) par la méthode de Newton-Raphson, nous 

avons besoin de calculer sa \ariarion dans le but de former la matrice de rigidité 

tangente. donc de calculer la \ d a t i o n  du rranii  virtuel interne et externe. La variation 

du trataïl lirtuel externe est nulle sous la condition que le chargement ne dépend pas 
de l'état de déformarion: celle du tralaïl virtuel interne suit de l'équation (6.10) 

Comme nous le verrons ultérieurement. les incréments infinitésimaux de contraintes, 

da" et s'obriennent de la loi de comportement. qui les relie aux incréments 

infinitésimaus de déformations. dcll et d ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  Ces derniers sont approchés par les 

mêmes relations (6.7). en remplaçant l'opérateur b par d. Par ailleurs, l'introduction 

des incréments des efforts généralisés. définis par: 

permet d'exprimer la lariation de t ra~a i i  \-hue1 par la relation: 

En considérant les expressions des secondes nriations. cette relation peut s'écrire aussi 

sous la forme compacte suivante: 

a!;,, = l [ b u  (gT àFJ + 6u (B: . cg - Bg) d u ]  dS (6.14) 

composée de d e u  parties: une partie matérielle obtenue par une perturbation des 

efforts généralisés F et une partie géométrique résultant d'une perturbation de la géo- 

métrie et obtenue par linéarisation des déformations virtuelles généralisées bE, dans 
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laquelle C,  est donné par 

alors que l'opérateur différentiel B, est défini par 

où les notations suilantes sont introduites 

-Un d'es~rimer la partie matérielle et compléter ainsi la description du modèle, 

nous devons spécifier la relation reliant les efforts et déformations généralisés. Ceci 
nous amèlie à la section suivante portant sur la loi constitutive du matériau. 

6.4 Lois de comportement 
6.4.1 Modèle élastique linéaire isotrope 

Dans le cas où la structure est supposée constituée d'un matériau élastique isotrope, 

la loi de comportement exprimant la relation entre le tenseur de contrainte de  Piola- 

Kirchhoff et le tenseur de déformations de Green-Lagrange est donnée par: 

Cd étant le module tangent élastique, défini au chapitre 3 par: 
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Compte tenu des h'porhèses. la loi de comportement s'écrit 

et le module élastique se réduit. à 

Les relations (6.3 et 6.11) nous permettent ainsi de relier les efforts généralisés 

aus déformations généralisées via le module élastique global Ce': 

avec 

où Cgf définissanr le comportement en membrane-flexion s'écrit: 

alon que C$ contenant les caractéristiques de cisaillement-torsion est définie par: 

Ces définitions sont propres à un matériau homogène, où Q1, Q2 et I l ,  12, IL2, sont 

respectivement les moments statiques et les moments d'inertie de la section transversale 
relath-ement à N1 et N2: 
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J esr l'inertie de torsion1- Pour une section circulaire J est égal au moment 

d'inertie 1, = 1, - I.2 = r ~ P / 2 .  où R est le ra>-on. 

Rappelons que dans ce cas. l àse  de référence S est défini comme étant l7 me neutre 

s'il passe par les centres de gravité des sections transversales (Q1 = Q2 = O pour chaque 

section) et les =es S' et S2 son1 dits ares principaux d'inertie si le produit d'inertie 
II2 es1 nui. Si c'est le cas- le découplage des effets de membrane et de flexion sera 

réalisé. Les relations reliant les moments statiques et d'inertie aux coordonnées du 

centre de gravité et inerties principales sont données en annexe B. et 6 sont les 

parumètres de pénalité. introduits pour limiter l'influence du cisaillement transversal 

dans les poutres minces er assurer une représentation acceptable de l'hypothèse de 
consenation des normales (s - n, = 0: souï-ent associée aux noms de Navier, Bernoulli 

et Euler [Sal88. Tim561). Les paramètres de pénalité sont définis par: 

où Le est la longueur de l'élément. kl. & sont les coefficients de correction de cisaille- 

ment transversal [BDSOcl et q un facteur numérique. pris égal à 0.25 x l W 4  [HKS95]. 
Cependant. ai-ec l'h'porhèse d'une section pleine. nous prenons comme paramètres de 
pénalité: 

5 où 1 = ma-(Il. &) et C le coefficient de correction de cisaillement transversal (k = 6 

pour une section rectangulaire et C = pour une section circulaire [BDSOcl). 

L'utilité de ce chois des facteurs A: et est que. pour les éléments L L ~ ~ ~ a ~ n  (Ici 

'kourt" est basé sur la comparaison de la longueur de l'élément avec les dimensions 

de la section transversale). les éléments se comportent comme des poutres "épaisses" 

[TimSG], mais. plus les éléments sont minces plus les rigidités du cisaillement transversal 
kzG agissenc comme des paramètres de pénalité, forçant la section transversale a rester 
normale à l'axe de la poutre. Le role à jouer par q est uniquement d'éviter les problèmes 

numériques dus a une pénalisation escessii-e (q = 0.25 x IO-' est proposé [HKS95]). 

Ce concept est introduit par plusieurs auteurs [HTKi?, MH78, HLBla, Hug87, ZL88, 

ZTPO9Ol et discuté avec plus de détails par Hughes [HTK77]. 

'La réf4rence [BDSOc] donne la wieur de J pour quelques sections pleines. 
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Pour le modèle elasrique en descnpt ion lagrangienne totale, l'expression du travail 

virtuel interne et de son taus. équation (6.12) et (6.14); s'écrivent alors: 

II;,, = 6u (B' - Ce' - E) dS 

où les forces généralisées sont calculées sous forme totale. 

6.4.2 Modèle élast oplastique 

Sous awns ru au chapitre 3 que la loi décrivant le comportement élastoplastique est 

de n p e  incrémentale er nous al-ons défini le module tangent élastoplastique, C, reliant 

[da" do" ~ c T ~ ~ ' ~  à dy LSjT: 

Kous voudrions suh-re l'en~ahissement progressif par la plasticité, de la section trans- 

versale de la poutre. -4 cet effet. il convient d'utiliser la méthode de plastification 

pmgressice. L'intégration numérique du résidu et de la matrice de rigidité doit être 

alors effixtuée non seulement su inn t  la longueur de la poutre, mais aussi dans la 

section transversale. En plus de la quadrature de Gauss utilisée pour l'intégration 

suilant la ligne de référence. nous choisissons la technique de Lobatto ([Hi156]) pour la 

discrétisation de la section droite. identique à celle de Gauss mais utilisant des points 

d'intégation sur les fibres &&mes. là. où le plus souvent, débute la plastification. 

Vingt-cinq points de Lobatto (cinq points d'intégration par direction) semblent un mi- 

nimum sur la section. auquel cas la distribution des contraintes peut suivre une loi 

polpomiale du septième degré ([.Ako871, [FreT8], [Guo871). 

Le processus d'intégratioa numérique est schématisé comme suit: 

1. Sur la section. à chaque point d'intégration, nous évaluons l'incrément de dé- 

formation. calculons les contraintes réelles et construisons le module tangent 

éiastoplastique et puis nous effectuons l'intégration dans la section pour obtenir 

les efforts généralisés et le module tangent élastoplastique global. 
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2. Suivant la longueur. l'intégration s'effectue comme dans le cas élastique. Il suffit 

de remplacer le module élastique global dans l'équation (6.17) par le module 

élasto plastique global- 

Xous négligeons l'effet du cisaillement transversal sur les déformations plastiques; 

alors le comportement de la section dû au cisaillement transversal est toujours supposé 

élastique: 

T Q = f 2 k p ~ . - l y , ,  d T a = f 2 k p G ~ d y Q  

et les incréments infinitésimaux de déformations approchés par: 

Ces approsimatioos permettent de déduire l'expression du modale tangent élastoplas- 

tique global. C ,  reliant dF à dE: 

où la rigidité H~ est égale à 
* 

et les modules c,,, Rmft et C, sont définis par2: 

Une fois intégré sur la section, le module tangent élastoplastique global c et 

les forces généralisées F sont substitués dans l'expression du travail virtuel interne, 

équation (6.12) : 

2Les composantes Cij sont les composantes du module tangent C défini par l'expression 6.18. 
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et de son taux. équation (6.14) : 

pour ensuite être intégrés suivant la ligne de référence, comme dans le modèle élastique. 

6.5 Actualisation des entités cinématiques 

L'intégration des équations (6.16 à 6.20) doit être effectuée sur la configuration initiale 

Co. Quant à Ia résolution, elle doit être faite par rapport à la configuration actuelle. 

En d'autres mots. si Ct représente la configuration en équilibre à un instant donné 

tl pour établir l'équilibre de la poutre soumise à; un accroissement de chargement au 

cours du pas [t. t + At], soit pour rechercher la configuration Cttat a la fin du pas, 
nous devons résoudre la forme variationnelle (6.9) par rapport à cette configuration. 
-1 cet effet. nous construisons une suite d'approximations CL,, de la configuration 

recherchée Ct,lt en résolvant à chaque itération i, la forme linéaire: 

obtenue par linéarisation du travail virtuel W(u) au voisinage de la solution approchée 

ui. Cne fois la correction dui = [dxi, d&IT obtenue, une nouvelle approximation ui+' 
est alors construite et la résolution est répétée de façon à satisfaire un critère de conver- 

gence choisi à l'avance. Nous présentons dans ce qui suit la procédure d'actualisation 

du champ u ainsi que celle des variables cinématiques qui en dépendent telles les di- 

rections de la section transversale, les courbures et la torsion. 

6.5.1 Actualisation de la position et des directions 

A la suite de la résolution à l'itération i de l'équation (6.21), le vecteur position x à 

l'instant t + Lit est actualisé dans le but de construire une nouvelle approximation, 

déhie  par: 
xi+r - - xi + dxi 

OU encore par: 
xiC1 = x(t)  + Ax 

en désignant par A x  l'incrément du déplacement (la correction cumulée sur le pas de 

temps [t , t +- At] : 4x EE CA, dxC) . 
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La nouvelle approsimation du wcreur rotation q5 à l'instant t + At est obtenue 

par estracrion à pattir du quaternion r'-l = j i-'). résultant du produit dr' O ri 
des deus quacemiors correspondant respecrivement aux vecteurs rotations d& et 9': 

&rl sin - COS 7. - 
3 

qui s'écrit encore. si Ar dénote L'incrément total du quaternion (la correction cumulée 

sur le pas de temps: I r  = ni, drc) .  correspondant à l'incrément de rotation At# 

i-1 = l r c f ( t )  = COS- - 4 t )  q5W sin *) o (cos - - sin - 
2 10 ( Io IS 3 - 2 @(t) 2 m ( t )  ) 

d'où: 

L'actualisation de la position d'un point sur la ligne de référence et l'orientation 

en ce point de la section transversale est ainsi réalisée grâce aux relations: 

dans lesquelles nous utilisons les notations: 

Remarques 

Xous rappelons que I'acrualiçation des directions. exprimée par les relations (6.22) ,  

a dkja été esplicitée dans le chapitre 4: 

-Tous notons que pour le mou\-ement en entier. les nouvelles directions de la 

section transversale peul-ent s'esprimer aussi par: 
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où cette fois-ci: 

avec 

notant le produit des quaternions l r @ )  correspondant à l'incrément du pas p. 

6.5.2 Actualisation de la courbure et de la torsion 

La courbure et la torsion étant fonction de la dérivée %: 

leur évaluarion à chaque itération, nécessite l'actualisation de la dérivée de la normale 

par rapport à S. De la règle d'actualisation de na, équation (6.22),  nous obtenons: 

D'où tout calcul fait. nous trouvons: 

avec 

et 

où H est l'opérateur tangentiel. défini au chapitre 4: 

L'actualisation de la courbure et la torsion est ainsi réalisée par: 

ou encore. si nous considérons la somme sur tous les incréments: 



Théorie des poutres 130 

où cette fois-ci 

6.6 Discrétisation par éIéments finis 

La discretkation par éléments finis de la poutre permet de diviser sa longueur L en 

sous-longueurs norées Le et d'approcher à chaque itération la forme linéaire (6.21) par 

la forme discrète suiwte: 
nei 

de telle sorte que: 
nel n e l  

où u:!~ désigne le s?mbole d'assemblage par élément finis. Dans ces équations, fe, f&, 
et ke représentent respectivementl le vecteur des forces externes, le résidu interne et 

la matn-ce de rigidité tangente élémentaires à l'itération i. 

Xous consacrons alors cette section à l'interpolation des variables cinématiques, 

à l'évaluation du vecteur résidu interne et de la matrice de rigidité tangente, d'un 

élémem typique e de dimensions finis (longueur Le et section A),  choisi du domaine 

initiale de la poutre. Mais avant d'exposer ces différents aspects, il est nécessaire 

de noter: 

Étant donné que la forme variationnelle contient les variables déplacements et 

rotation ainsi que leurs premières dérivées, les fonctions d'interpolation de ces 

champs doivent être de continuité Co. Les fonctions linéaires de type Lagrange 

sont alors le minimum ordre d'interpolation requis. 

La position initiale X? du point situé sur la ligne de référence, est interpolée par 
les mêmes fonctions utilisées pour I'interpolation des déplacements et rotations. 

Les directions initiales N, de la section transversale sont dans une première étape 

interpolées en fonction des normales aux nœuds pour ensuite, être orthogonalisées 
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a la tangente S de l k e  de la poutre de sorte a obtenir T = S en chaque point 

d'intégration- 

Deus npes  dëlémenrs £bis isoparamétriques sont considérés, soit un élément 

de poutre à d e u  ncmds et un point dYntégation. interpolé par des fonctions 

linéaires: 
1 * = 1 r =  l."t CI =Tl - 

et un autre. quadratique a trois nœuds, utilisam d e u ~  points d'intégration et les 

fonctions d'interpolat ion sui~ant es: 

où < est une coordonnée paramétrique. \ariant de -1 à 1 le long de I'élément. 

6 -6.1 Approximation de la configuration initiale 

Soit un éiémenr: fini à S nœuds. la position initiale d'un point situé sur l'axe de 

l'élément est interpolé à partir des posirions nodales Xi: 

La tangente à lkse  est dors approchée par 

Les normales X, de la section trm-ersale sont interpolées en fonction des normales 

aux nœuds NL définies par l'utilisateur. Cependant. l'utilisation d'une simple int erpo- 

lation du type 

N, = -YI (t) N: 

ne permet pas d'obtenir au point d'intégration une base orthonormale Ao (<) = [T, NI, N2] 
telle que T = N1 x N2 et T = S. Dans ce bur. nous approchons d'abord les normales 

au point d'intégration par l'interpolation 
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ensuite nous utilisons Ia procédure de Grnrn-Schmidt pour orthonorrnaliser ces vecteurs 

par rapport à S er: par rapport à eux mèmes: nous obtenons ainsi 

Les courbures et la torsion initiales au point d'intégration sont calculées à partir 

des N, par les interpolations 

où nous prenons la torsion moyenne. puisqu'en générale 

Le gradient des nonuales peut ainsi ètre é d u é  par 

Cette procédure de dér-hxtion de 'J, et % est suivie seulement pour la confi- 

guration initiale. Elle n'est pas unique. mais fournit des valeurs qui satisfont la 

condition d'orrhonomùliré de la base .4'(~). Pour les configuration subséquentes, 

n, et sont obtenues par inrégrarion des relations cinématiques, soit par les règles 
d'actualisation (6.22 et 6-23). 

6.6.2 Interpolation des déplacements et rotations 

Nous supposons que la lariation au cours du temps, de la position de l'axe de la 

poutre est indépendanre de la lariation des directions de sa section transversale. Les 

déplacements 

pendamment: 

et les rotations au cours du pas de temps At sont ainsi interpolés indé- 
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Les corrections dx  et d@, le champ de déplacements virtuels bx ainsi que les ro- 

tations 64. sont interpolés à partir des variables nodales par les mêmes fonctions 

d'interpolation: 

dx = iVr (c) dx', d e  = IV[ ( E )  d+' (6 -34) 

Par ailleurs. la règle d'actualisation des quaternions aux nœuds: 

1 dq5'd@' d4' Ar,,, = dr' O ~ r '  = (cos - - a# a# 
2 ' dd' 

sin -) o (cos - - 
2 2 ' Aqs 

sin - 
2 

nous permet d'évaluer les incréments de rotation: 

-4ux points d'intégration, ces incréments sont obtenus par interpolation, équa- 

tion (6.33)' moyennant lesquels nous actualisons les directions de la section transver- 

sale, les courbures et la torsion aux points d'intégration, comme déjà illustré par les 

équations (6.20 à 6.24). 

6.6.3 Résidu interne et matrice de rigidité élémentaire 

Le résidu interne, équation (6.26), est défini en considérant l'expression du travail 

virtuel interne sur un élément, équation (6.16 ou 6.N), soit: 

L'introduction dans cette équation des interpolations (6.35) permet ainsi d'écrire: 

avec 
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Y est le nombre de nœuds de l'élément et Be l'opérateur différentiel élémentaire défini 
par: 

L a  matrice de rigidité tangente définie par l'équation (6.27) est obtenue en subs- 
tituant les inrerpolations (6.33 et 6.35) dans l'expression du taux de travail virtuel 
interne. équarion (6.17 ou 6-20): considéré sur un seul élément, soit: 

où les matrices de rigidité matérielle k& et géométrique kz sont données par les ex- 

pression suiwntes: 

et 

avec 

6.7 Conclusion du chapitre 

Dans ce chapitre, nous avons présenté le développement d'un modèle de poutre courbe 
tridimensionnelle obtenu par l'introduction d'une cinématique basée sur l'hypothèse de 
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Timoshenko et sur la theone dite de premier ordre- Les éléments linéaire et quadra- 
tique qui en décodenr permettent l'analyse non linéaire par éléments finis des structures 

tridimensionneIIes constituées d'assemblage de poutres minces ou épaisses. La para- 

métrisation des grandes rotation par le vecteur rotation a permis d'obtenir un champ 

cinémarique et a facilité considérablement la mise en œuvre de la formulation 

lagrangienne totale de ces éléments- 

La très !grande performance de ces éléments est démontrée au  chapitre 8 à travers 

une brochette de tests pratiques sélectionnés dans la littérature. 
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Chapitre 7 

Théorie des coques 

Introduction 

Les coques jouent un role très important dans l'analyse de nombreux types de struc- 

tures. La géométrie de tels corps orientés favorise le choix d'une cinématique par- 

ticulière par rapport à la cinématique générale d'un solide. D'une façon générale, 

deus approches sont utilisées pour la dérivation des théories des coques. Dans la 
première approche. la coque est traitée comme un solide tridimensionnel; on parle 

alors de l'espace de la coque. Cependant. les équations de base sont réduites, via 

des hypothèses sur le champ de déplacements et l'intégration à travers l'épaisseur, 

à des équations bidimensionnelles reliées à une surface de référence communément 

choisie au milieu de la coque (surface moyenne ou médiane). Cette approche Mdimen- 

sionnelle dégénérée introduite en 1968 par Ahmad et al. [-4IZ68, AI2701 a dominé, 

pendant plusieurs années. les théories des coques et a été adoptée, due à sa sirnpli- 

cité par plusieurs analystes. Les t r a ~ a n  de Ramm [Ram77], Parisch [Par'ig, Par911, 

Hughes et al. [HL8la. HL8lb. HC831, Bathe et al [BB80, DB84] et Mahe e t  Sou- 

risseau [11S93]. parmi plusieurs autres. constituent des exemples représentatifs de 

cette méthodologie dans le cas non linéaire. Dans la seconde approche, la coque est 

considérée. dès le départ. comme un domaine tridimensionnel, dit milieu ou surface 
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de Cosserat. dans lequel les degrés de liberté en translations aussi bien qu'en rota- 

tions sont assignés à chaque point du  domaine. Cette approche directe, qui trouve 

son point de dépan dans les tralaus des frères Cosserat [CC091, a été initiée par 

Ericlcsen et Tmesdell [ETJS]. élaborée ensuite par Green. Cohen et leurs collègues 

[GXW65. CD66. GZ6S. GST-l] et reformulée et appliquée tout récemment par Simo 

et ses collaborateurs [SF89. SFR89. SFR90. SRF9Oa. SW90bl SK92, Sim931. Parce 

qu'elle permet de trairer aisémenr les grands déplacements et les grandes rotations 

entre autres. l'approche directe est en train de devenir très populaire. 

Dam ce chapitre. nous présentons un modèle de coque basé sur l'hypothèse ciné- 

matique des section droires et de non \ariarion de l'épaisseur (Reissner/Mindlin/Naghdi 
[Reii-l, Sag631) er l'hypo t hèse de contraintes planes. Ce modèle permet l'analyse non 

linéaire statique. en grands déplacemenrs er en grandes rotations mais en petites défor- 

mations élastoplastiques. des coques de forme générale discrétisées par éléments finis. 

La  formulation proposée est inspirée de l'approche géométriquement ezacte proposée 

par Simo [SFSCi]. Cne partie de ce chapitre est consacrée à l'établissement des relations 

cinématiques et mécaniques qui caractérisent les coques de formes arbitraires. Les ex- 

pressions de déformation réelles et virtuelles d'un point quelconque sont établies en 

fonction des composantes du vecteur déplacement de la surface moyenne et des rota- 

tions de son wcteur directeur. Les relations cinématiques déformations-déplacements: 

les relations de comportement entre contraintes et déformations et entre efforts résul- 

tants et déformations généralisées ainsi que l'eqression du travail virtuel interne sont 

présentés sous forme matricielle pour faciliter la formulation des modèles élément finis. 

Dans l'autre partie du chapitre. nous abordons l'aspect numérique et technique. 
Nous présentons l'apprasimation par éléments finis adoptée et dégageons les expres- 

sions explicites du résidu interne et de la matrice tangente consistante pour un élément 

fini typique. Quelques pages sont consacrées à l'actualisation des entités cinématiques 

et à la notion de rigidité fictive associée à la rotation autour du vecteur directeur 

[ParSI. FS921. 

7.2 Aspects géométriques et cinématiques 
7.2.1 Définitions géométriques 

Une coque est un solide limité par deux surfaces parallèles. Géométriquement, un 
tel domaine peut être défini par une surface courbe II dite surface de référence et un 
ensemble de fibres transversales. de longueur h éventuellement variable en chacun des 
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points de la surface II. mais resrant perires en comparaison avec ses dimensions et 

son rayon de courbure minimum fiowe (7.1). Cne configuration arbitraire de la coque 

est alors définie par ies données de la position de chacun 

référence et des 1-ecteurs unitaires. dits recteurs directeurs, 

des points de la surface de 
liés à chacun de ces points. 

I 
', Pm~zcrwn de iàre r sur t surface moyenne 

: ;  

Y 

Figure 1-1: Géométrie de la coque 

Il est fréquent et commode de considérer la surface moyenne, dite aussi surface 
médiane, comme surface de référence et décrire cette surface par deux coordonnées 

paramétriques S1 er s" suimnt deus wcteurs unitaires orthogonaux Si et Sp choisis 

dans la configuration initiale de la coque. - k i ,  si p est un point matériel quelconque 

de la surface moyenne de référence. le t-ecteur position de p dans la configuration 

initiale est d é h i  par X(S1. S') et dans la configuration actuelle par x(S1, S2) .  Quant 
aux vecteurs unitaires tangents à la ligne Sa. respectivement à ces configurations, i1 

sont définis par: 

où l'indice a. et d'autres indices grecques minuscules. que nous utiliserons dans ce cha- 
pitre pour décrire les quantités reliées à la surface moyenne varient de 1 à 2. Nous 

attachons au point p dans la configuration initiale une base orthonormale mobile 

Ao(S1, S2), engendrée par les vecteurs de base T l ,  TI et N, choisis tels que: 
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et auxquels nous associerons les vecteurs ti, t2 et n, définissant dans la configuration 

actuelle la base orthonormale A(SL, S2), obtenue par une transformation orthogonale 
de la base AO (SI, S2): 

C'est dans la base orthonormale AO(S', S2) que se, formulé le principe des 
travaux virtuels et c'est suivant ses vecteurs de base que seront définies les mesures 
physiques de déformations et  de contraintes. Pour une définition plus explicite de ces 

vecteurs, considérons les vecteurs de base covariants et @, tangents en p aux 

directions définies par les coordonnées paramétriques gaussiemes c1 et c2. Le vecteur 
ax ax N est choisi comme étant le vecteur unitaire normal au plan tangent (w, a<2) en p: 

Ce vecteur permet de définir la coordonnée paramétrique S3 E [-1, $1 suivant la fibre 
transversale dans la configuration initiale et par le fait même, l'orientation de la coque 

dans cette configuration. La surface située à l'abscisse dans le sens positif de N est 

la surface supérieure de la coque et l'autre est sa surface inférieure. Pour la définition 

de TI = Si et T2 = S2, nous adoptons la convention suivante: 

où i et k sont respectivement les vecteurs unitaires suivant les axes globaux x et z 

(figure 7.1). Ainsi, la direction locale S' est par défaut la projection de l'axe global 
x sur la surface moyenne. Si l'axe x est presque normale à la surface, la ligne S' est 

dors la projection sur la surface de l'axe global z. La direction S2 est choisie de sorte 

que (Tl, T2, N) forme un trièdre droit. 

L'élément différentiel dX au point p.s7écrit par conséquent: 
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ce qui permet de déduire la transformation géométrique entre les coordonnées paramé- 
triques Sa et eB: 

7.2.2 Hypothèses cinématiques 

La théorie des coques que nous considérons dans ce chapitre est fondée sur l'hypothèse 

cinématique des sections droites et de non variation de l'épaisseur. Selon cette hypo- 

thèse, souvent associée aux noms de Reissner, Mindlin et Naghdi, une fibre transversale 

de longueur h, initialement rectiligne et normale à la surface moyenne reste rectiligne 
(mais pas nécessairement normale à la surface moyenne) et ne subit aucune élongation 

au cours du temps. Un point matériel q de la fibre transversale initialement situé à la 

position 

X ( s ' , S 2 , s 3 )  = x(sL,s2) + S3N(SL,S2) (7-2)  

est transformé dans la configuration actuelle à la position 

Figure 7.2: Cinématique de la coque 

Connue sous le nom de cinématique de la surface de Cosserat à un seul vecteur 

dkecteur ineztensible, une telle cinématique permet donc de décrire le mouvement de 
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la coque en entier. simplement par la connaissance en chaque instant du couple (x, n), 
ou plus explicitement. du champ de déplacement: u = x - X et du champ de rotation 
@ définissant la transformation orthogonale R, reliant les vecteurs directeurs n et N: 

où 3 et le tenseur amisymétrique défini par les propriétés: 

6 - # = O et d, - v = 9 x v pour tout vecteur v 

et exp(Q>) est la le tensem orthogonal défini en termes du vecteur rotation 9 par 

sin 4 1 -cos@ 
exp(&) = cos@1+ -Q>+ 

4 42 #a# 

La cinématique au cours du temps de la coque est alors décrite par le couple (x, n) 
représentant respectivement la position de Ia surface moyenne et le champ de vec- 

teurs directeurs aux points de la surface moyenne, cinématique connue sous Le nom de 
cinématique de la surface de Cosserat a un seul vecteur directeur inextensible. 

Avec ces hypothèses, les gradients de la position actuelle du point q par rapport 
aux coordonnées paramétriques Si 1 i=1,2,3 sont donc 

Dans la configuration initiale nous avons les expressions suivantes: 

nous permettant à leurs tour d'obtenir les vecteurs contravariants: 

avec R égal à 

désigne le symbole de permutation et Ba@ les composantes du tenseur des courbure 
B de la surface moyenne initiale: 
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Remarques 

0 Nous adoptons une formulation lag~angienne totale, dans laquelle la configuration 

initiale de la coque est choisie comme référence. L'élément de volume initial d V o ,  
donnée par la relation paramétrique: 

sera approché par: 

d'Va = ds1ds2ds3 = d;lds3 

en admettant que la longueur de la fibre longitudinale, c'est-à-dire parallèle à la 

surface moyenne' ne varie pas beaucoup à travers l'épaisseur. 

r Pour spécifier l'orientation du vecteur directeur n, nous utilisons l'algèbre qua- 

ternion. L a  transformation orthogonale R = exp(&) est remplacée dans ce cas 

par le quaternion unitaire r = (ro, r), de sorte que 

ce qui permet d'exprimer le tenseur rotation par: 

et le vecteur directeur par: 

7.2.3 Mesure de déformation 

Valable pour les grandes rotations mais petites déformations et bien approprié pour 

une description lagrangienne totale, le tenseur de Green-Lagrange eG est retenu comme 

mesure de déformation des coques. Il est défini en terme du gradient de déformation 

F par: 
1 

ou aussi, en fonction de ses composantes covariantes par: 
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Ce tenseur sera rapporté à la base orthonornale Ao = [Ti, T2, NI dans le but de 

définir les mesures physiques de déformations, soit les déformations de membrane, de 

flexion et de cisaillement transversal de la surface de référence. Ainsi: 

où nous obtenons, compte tenu des résultats de la section précédente et en négligeant 

tous les termes de second ordre et plus en S3: 
-1 

1 dx 
Ea3 = T a . & N = - [ - *  ûx 

2 ~ S Q  n + S3~,(- - n)] as7 

expressions dans lesquelles nous avons introduit les variables cinématiques gQa et baB 

définies par: 

dénotant le métrique de la surface moyenne déformée et 

1 , d n  dx dn ûx. 

désignant l'approximation des courbures de cette surface, puisque n n'est pas t out à 

fait normal a la surface moyenne dans la configuration actuelle. Nous introduisons à 

présent les déformations généralisées suivantes: 

% f i  = $ (gas - 428) : déformations de membrane 

n , ~  = BaB - ba8 + BOT% + Ba,eT, : déformations de jlezion 
ac Y Q ~  = ' Il : déformations de 

(7.5) 

cisaillement transversal 

La substitution de ces expressions dans les composantes de eG, nous permet de définir 
les déformations: 

= esd + S3 tcap 

Eo3 = 87a3 = € 3 9  

où nous avons négligé dans I'expression de E ~ J ,  le terme S3B,773. Notons au passage 

que ~ 3 3  = O, dû au fait que la fibre transversale est supposée inextensible. Même si cette 



Théorie des coques 144 

composante n'est pas nulleo sa contribution au travail virtuel ne sera pas considérée, 

puisque nous admettons qu'il n'y a pas de contrainte selon la normale à la surface 

moyenne. 

7.2.4 Variations des déformations 

Premières variations 

L a  iinéarisation des relations (7.6): nous permet d'obtenir les premières variations des 

déformations, soit 

où les d a t i o n s  des déformations généralisées sont données par les expressions: 

qui s'écrivent aussi sous la forme: 

( by = B, - bu 

exprimant moyennant les opérateurs différentiels B et B,, la dépendance des défor- 

mations virtuelles généralisées sE et 67 aux déplacements virtuels généralisés 6u. Ces 
entités sont définis par: 

bu = [6x d@jT: 6E E [bell 26e12 6~22 226ni2jT, 67 E [a713 b+y23]T 

et les opérateurs différentiels par: 
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avec 

H étant l'opérateur tangentiel reliant la variation angulaire spatiale 66 à la variat 

de la rotation 64, comme déjà vu au chapitre 4. 

ion 
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Secondes variations 

Des expressions des premières variations des déformations, nous obtenons 

où il est facile de montrer, en tenant compte des notions vues au chapitre 4, que 

d6x 
P. 

ad8  360 
nx--- 

ddx 
as" ass ass I l  X - as" + 

ddx 
d&ya3 =- - ddx 

as= n x d û + S 8 * n x  - asa + 

où nous avons supposé ya3 ir O dans les expressions de Snas et 6 ~ ~ 3 .  
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7.3 Aspects cinétiques 
7.3.1 Expression du travail virtuel interne 

En description lagrangienne totale, le travail virtuel interne s'exprime par: 

où VO est le volume initial de la coque, a le tenseur des contraintes de Piola-Kirchho8 

de seconde espèce et boG le tenseur de déformations uirtuelles, défini par la variation 

des déformations de Green-Lagrange. Exprimée dans la base paramétrique Ao ( S 1 ,  S2) ,  
l'expression du travail virtuel interne s'écrit: 

où nous avons retenu l'hypothèse des contraintes planes et approché l'élément de vo- 

lume initial par dVO = dS1dS2dS3 = dAdS3. La substitution des définitions des 

déformations virtuelles dans l'équation (7.9), permet de définir les efforts généralisés 
et réduire l'expression de TVint à: 

tels que: 

F = [N" N" N ' ~  Ml2IT, T = [T' T ~ ] ~  

dont les composantes définissent les efforts résultants suivant: 

NaB = J!$ uP@ dS3 : efforts de membrane 

Mad = J ~ G ~  S3 oaS d S 3  : moments de flexion 

Ta = J!& on3 dS3 : efforts tranchants 

7.3.2 Variation du travail virtuel interne 

La procédure de résolution de Newton-Raphson nécessite le calcul de la matrice de ri- 

gidité tangente. Cette matrice est composée de deux parties, une résultant du modèle 

matériel et l'autre du changement de ia géométrie. Retournant à l'équation (7.9) et 

calculant la variation du travail virtuel interne, nous obtenons après quelques manipu- 

lations l'expression suivante 
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où 
d N @  = ~ _ h &  duaB dS3  

 MO* = J!$, S3 doQB d S 3  (7.13) 

dTQ = J!:, daa3 d S 3  

représentent les incréments des efforts généralisés. La première partie de l'intégrale (7.12) 

forme la rigidité matérielle, alors que la seconde partie, la rigidité géométrique. Si nous 

supposons une loi constitutive découplée telle que 

Ceci permet la représentation suivant es des incréments des efforts généralisés: 

avec 

Par conséquent. en considérant les relations (7.15) et les expressions des secondes 

variations des déformations généralisées, le taux du travail virtuel interne s'écrit sous 

la forme condensée: 

+ ~ ; f  C B,) . du dA (7.16) 

dont la partie géométrique est exprimée en 

définis par: 
fonction l'opérateur Bg et le tenseur C, 
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avec 

où les tenseurs suil-ants sont introduits 

n et $$ sont les tenseurs antisymétriques associés respectivement aux vecte 
- de sorte que: 

an 8n 
n . v = n x v  et --v=- asa X v asa 

pour tout vecteur v. 
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7.4 Lois de comportement 
7.4.1 Mod&le élastique linéaire isotrope 

Dans le cas d'un matériau élastique isotrope, la loi constitutive (7.14) exprimant les 
relations contraintes-déformations s'écrit: 

où Ce' et C: sont les modules tangents élastiques définis par: 

L'intégration suivant l'épaisseur de ces modules, permet, dans le cas d'un matériau 

homogène, d'obtenir les modules élastiques globaux suivants: 

avec k P  comme paramètre de pénalité ([HTK77], [HL8laI7 [HL8lbl) : 

introduit pour pénaliser les déformations de cisaillement transversaI, dans le but de 

respecter la condition de normalité sa . n = O pour les coques de Loue-Kirchhoff. Le 
paramètre k = 516 est le facteur de correction de cisaillement transversal, qui permet 

de mieux tenir compte de la répartition réelle des contraintes oa3 dans l'épaisseur 

([BD92], [Hug87]) ; d A  est l'élément de surface moyenne et q est un facteur numérique, 

pris égal à 0.25 x 10-~ [HL8la]. 

Ainsi, en substituant dans les équations (7.10 et 7-16)> les relations efforts- 

déformations généralisés: 

nous pouvant exprimer le travail virtuel interne du modèle élastique et de son taux 

sous les formes: 
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7.4.2 Modèle élastoplastique 

Dans le cas de l'analyse élastopiastique. nous négligeons les effets des cisaillements 

transversaux sur les déformations plastiques. Xous retenons ainsi, en ce qui concerne 

le comportement en cisaillement transversal, une loi constitutive élastique décrite par 

la relation précédemment établie: 

Le comportement élastoplatique de la coque est alors dicté par son comportement 

en membrane et en flesion. Basé sur l'hypothèse des contraintes planes, le calcul 

matériel utilise les déformations de membrane et de flexion pour définir les déformations 

en chaque point de la surface parallèle à la surface moyenne. En chaque point de la 

fibre transversale. nous vérifions le critère de von Mises, calculons les contraintes a"@ 
et construisons le module tangent élastoplastique C ,  défini au  chapitre 3 par: 

Nous effectuons ensuite l'intégration suivant l'épaisseur dans le but d'obtenir les efforts 

résultants F et le module tangent élastoplastique global reliant dF à dE: 

Une fois évaluées. les entités globales (7.20 et 7.21) sont remplacées, comme pour 

le modèle élastique, dans les équations (7.10 et 7.16) pour déduire les expressions 

suivantes du travail virtuel interne et de son taux: 
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Remarque 

-4 la différence du  modèle élastique, les efforts résultants F et le module matériel tan- 

gent c sont calculés numériquement seion le schéma d'intégration de Lobatto, identique 

à celui de Gauss, mais avec des points extrêmes placés sur les peaux extérieures où la 

plastification débute. -4 titre de comparaison, n points d'intégration de Gauss ou n + 1 

de Lobatto intègrent exactement un polynôme de degré 2n - 1. 

7.5 Aspects numériques 
7.5.1 Généralités 

Il est question. d m  cette section, des techniques d'approximation et de mise à jour 
grâce auxquelles la solution numérique du problème est obtenue. 

La formulation éléments finis courbés de type isoparamétriques est présentée en 
adaptant les relations établies dms les chapitres précédents au cas d'une coque discré- 

tisée par un ensemble d'éléments quacirilatéraux à six degrés de liberté: composantes 

cartésiennes de déplacements et de rotations. Le modèle déplacement d'un élément 

typique e de dimensions finies (épaisseur h e t  surface moyenne A,) est décrit en dé- 

tail: géométrie, approximation et actualisation des entités cinématiques, définition du 

résidu interne et de la matrice tangente élémentaire. La notion de rigidité fictive, in- 
troduite pour éviter la possibilité de singularité de la matrice de rigidité assemblée est 

également abordée. 

7.5.2 Représentation paramétrique de la configuration initiale 

La position initiale d'un point situé sur la surface moyenne d'un élément e défini par 

N nœuds est décrite en terme des positions nodales X' et des fonctions d'interpolation 

Nr(Ca) par l'approximation de type Co: 

où Ja sont les coordonnées de l'élément de référence. Les gradients de la position par 

rapport à ces coordonnées paramétriques sont alors 

Notons que l'indice majuscule I désigne le nœud de l'élément et la répétition de cet 

indice implique la sommation sur tous les nœuds de L'élément. 
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Deux types d'élément sont considérés, un quadrilatère à quatre nœuds (Figure 7.3)' 

représenté par les fonctions d'interpolation bi-linéaires: 

et un quadrilatère à huit nœuds (Figure 7.3), associé aux fonctions quadratiques in- 

complètes: 

où 5:' c; sont les coordonnées paramétriques du nœud 1 (Figure 7.3). 

E I h e n t  bi-linéaire Elément quadratique incomplet 

Figure 7.3: Éléments de référence 

Le vecteur unitaire normal au point d'intégration à la surface moyenne est obtenu 

par par l'approximation de type Co: 

Par la suite, nous définissons les vecteurs tangents orthonormaux Ta et les coordonnées 

paramétriques Sa suivant ces vecteurs. Les composantes J& du jacobien J de la 

transformation géométrique entre Sa et eB résultent de l'équation 7.1: 

L'inverse de J permet d'obtenir les dérivées des coordonnées 5" par rapport à sB: 
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ce qui permet d'obtenir: 
sNI  aNr dea -- -- 
asa - a<- ass 

La courbure initiale Bas est approchée par la moyenne: 

où nous avons interpolé le vecteur $& à partir des normales moyennées N' aux nœuds 

([BD92]). Cette normale Nr est calculée comme une valeur moyenne au nœud I de 

toutes les normales des éléments connectées à ce nœud (figure 7.4): 

~ f , )  représente la normale discrète de I'élément e au nœud 1: obtenue à partir de 

l'équation (7.25), évaluée aux coordonnées (<:, <;). 

Nf = (y,, + NI,,) / [IN:,, +%Il 

Figure 7.4: Normale moyennée NI 

La procédure suivie pour interpoler le gradient est utilisée seulement pour 

la configuration initiale, dans le but d'approcher raisonnablement la courbure initiale 

Ba& Dans la configuration déformée, & n'est pas interpolé à partir des normales 
?LI!& aux nœuds, mais plutôt actualisé indépendamment en se basant sur le gradient ,,, 

de l'incrément des rotations, comme nous le verrons ci-après. 

7.5.3 Interpolation et actualisation des configurations subséquentes 

Soulignons d'abord que les composantes du champ de déplacements et du champ de 

rotations sont données relativement au système cartésien global (x, y, z )  idéalisé par 

la base orthonormale [i, j, k], fixée dans la configuration initiale ou actuelle. Au début 

de l'incrément [t, t + At], nous avons la configuration en équilibre Ct à l'instant t, 
représentée par le couple (xt, nt). Dans la procédure de résolution de Newton-Raphson, 
la configuration recherchée Ct+at, dénotée (xt+*', nt+*') tout court, est obtenue de 
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façon itérative, en corrigeant à chaque itération la position xtCAt et le vecteur directeur 

nt+*' de tout point de la surface moyenne. La correction du = [dx, d@lT utiiisée à 

cette fin est interpolée à partir des corrections nodales d u f  = [ d x f ,  d@'IT selon le 
concept isoparamétrique: 

La configuration de la coque est alors mise à jour à chaque itération, jusqu7a 

convergence. Cet aspect est évoqué dans ce qui suit avec plus de détail 

Actualisation de la surface moyenne 

Nous désignons par Ax l'incrément du déplacement, soit la correction cumulée sur le 
pas de temps [t- t +At]: Ax = CL, d d C ) .  Cet incrément est interpolé suivant le même 

schéma d'interpolation utilisé pour la correction dx: 

La position xt**l de la surface moyenne à l'instant t + At est actualisée à partir de la 

position xt au début du pas et l'incrément Ax par: 

Actualisation du champ de rotations 

L'incrément de rotation A+ sur le pas de temps est irterpolé en terme des incréments 
nodaux A$' par: 

Chacun de ces incréments 

obtenue par extraction du 

ce quaternion qui est tout 

A4 =  NI(^) 44' (7.30) 

nodaux A@' correspond à la correction cumulée au nœud, 

quaternion Ar' = (Ar;, Ar1) : 

d'abord actualisé en suivant la règle: 

4r' = dr* O A&, 

= (dr: AT;,, - dr' - A&,,, dr:  ri,,, + Ar,',, dr' 
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avec 

Cne fois obtenu. l'incrément de rotation lt$ au point d'intégration, équation (7.30), 
est transformé en un quaternion AT. d é h i  par: 

g à c e  auquel l'actualisation de la normale à l'instant t + At  est actualisée: 

Le gradient de cette normale actualisée est ensuite calculé par la formule: 

comme montré au chapitre 4. où 

avec 

Ce qui nous permet d ' édue r  la courbure à l'instant t + At 

Annt  de passer à la section suivante: notons que la variation virtuelle bu - 
[6x. d$lT est interpolée de la même façon que 6u, en utilisant les mêmes fonctions 

d'interpoiat ion: 

6x=.VI(:i(sa)6xx, 6 @ = N ( < " ) 6 4 '  (7.33) 
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7.5.4 Residu interne et matrice de rigidité élkmentaire 

La discrétisation par éléments finis permet de remplacer le travail virtuel interne, défini 

à l'équation (?.IO), par une somme d'intégrales sur chaque élément e composant le 

domaine de la coque: 

Pour déduire le résidu interne fin,, nous introduisons dans la forme intégrale élémen- 

taire W;, les interpolations définies précédemment telle que: 

w;, = due - fkt avec fient = L=(B~T-F+B;T-T)~A 
6ue est le vecteur des déplacements nodaux virtuels: 

et Be, B; les opérateurs différentiels relatifs à l'élément: 

avec 
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Semblablement- l'introduction des fonctions d'interpolation dans la forme discrète de 

(%l6), conduit à l'expression algébrique de dWkt: 

V = bue - ke due avec ke = k& + ke 9 

q = / p e , T . ~ - ~ ; ~  
ke est la matrice tangente élémentaire. & représente la contribution matérielle et kz 
la contribution géométrique. dans laquelle: 
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7.5.5 Rotation autour du vecteur directeur 

La définition des rotations nodales en terme de leurs composantes cartésiennes dans le 
repère global facilite le couplage avec les éléments de poutres tridimensionnelles et ne 

nécessite pas entre autres, la transformation de ces variables avant l'assemblage. Ce- 

pendant la matrice assemblée devient singulière si la normale en un noeud est continue 

d'un élément à un autre, du fait que les composantes cartésiennes du vecteur rotation 
ne sont pas indépendantes ([BD92]). Afin d'éviter cette difficulté numérique, nous in- 

troduisons en chaque nœud de l'élément une rotation locale mesurant la rotation de 

la surface moyenne autour de la normale en ce nœud. La déformation associée a cette 

rotation est ensuite pénalisée moyennant une rigidité fictive dans le but de limiter son 

influence ([FS92], [BD92], [.kll841, [PiU88], [A1194], [Coogll, [Coo94], [HB89]). 

Nous définissons alors en chaque coin Ic de l'élément la déformation: 

sont les transformées, par le tenseur rotation R au nœud, des vecteurs unitaires initiaux 

Ta, tangents en aux lignes dSQ. Ces derniers sont définis en chaque nœud de coin 

suivant la convention évoquée dans la section 7.2. Ils sont alors différents en Ic d'un 

élément à un autre, puisque la surface moyenne interpolée n'est pas continue en général. 
Les vecteurs s, sont les vecteurs unitaires tangents en Ic à la surface de référence 

actuelle: 

En chaque nœud milieu Ihf de l'élément, nous définissons dans la configuration 

initiale, la normale moyennée N des deux normales associées aux deux éléments connec- 

tés en ce nœud (Figure 7.4) et le vecteur unitaire S, tangent au côté partagé par ces 

deux éléments: 

où S est l'abscisse curviligne suivant Le côté (Figure 7.5). Respectivement à ces vecteurs 

unitaires, nous définissons au nœud I', dans la configuration actuelle, les vecteurs n et 

S, obtenus par la transformation orthogonale R (définie en terme du vecteur rotation 
au nœud Inn): 

n = R - N ,  et  S = R * S  
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La déformation à pénaliser au nœud milieu est alors définie par: 

dans laquelle p est le vecteur normal en Ibf au plan formé par fi et S: 

et s est le vecteur tangent en Ibf au côté de l'élément dans la configuration actuelle: 

ax s = A-L - 
as avec = Jlglj 

Remarque 

Nous rappelons que les différentes variables définissant la déformation -/c sont asso- 

ciées au nœud de coin Ic. Ces variables sont approchées par les mêmes fonctions 

d'interpolation établies précédemment, mais évaluées au nœud Ic, soit avec les coor- 

données paramétriques (c&, c;=). 
Pour le nœud milieu, les vecteurs tels que s et s, sont associés au côté M conte- 

nant le nœud Ihf. Ils sont alors interpolés par les fonctions quadratiques: 

correspondant à un élément à trois nœuds (figure 7.5). 

Évalu6es au nœud IM (&), ces fonctions prennent les valeurs: 

Les dérivées des fonctions par rapport à la coordonnée curviligne S s'expriment au 

nœud IM pax: 
awf 1 ~ N , M  - = -- -- aNY 1 -- 
as -O, et -- as as L~ 

où LM = 11 Xj - Xi 11 est la longueur initiale du côté M (nœuds i et j )  . 
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- 
L h e z i r  de cSëmxe Etémeat réel dans C" 

Figure 7.3: Coté -11 de l'élémelit (nœuds i et j )  

Passons maintenant à la pénalisation des déformations yc et IM, équations 7.36 

et 7.37- Pour cela, nous introduisons une rigidité fictive de sorte que: 

W C ,  dWE sont les tra\aux lirtuels élémentaires correspondant respectivement aux 

déformations Y J ~  er h- est la rigidité effective introduite pour pénaliser ces dernières 

au nœud considéré. Son eqression est donnée par: 

où a est un coefficient sans dimension [BDS'I. qui doit être suffisamment petit pour 

limiter l'influence des ngidités fictil-es sur le résultat et suffisamment grand pour éviter 

les singularités (a = 104 est proposé): q = 0.25 x IO-" est un facteur numérique (Voir 

[HTK77], pour le chois de ce facteur) et 1 4  est l'élément de surface assigné au nœud. 

La linéarisation des équations 1.36 et 7-37 nous permet de déduire les expressions 

des déformations virtuelles 4~~ et 6~- l f :  



Théorie des coaues 162 

puis nous en déduisons les secondes variations: 

-LA;' [g - (1 - 0 sl) . t2 x dB- 
2 

- 1 [as - - (I-s2@sî) tl x de- 
2 

66x 
dbyAw =-x-~ - ddx 

as ( p @ s + s @ p ) * -  as + 

En veau de ces relations et des interpolations définies précédemment, les formes 7.38 

et 7.39 se réduisent à: 

où apparaissent les résidus et les matrices de rigidités élémentaires. Relativement à 

tous les coins de l'élément, le résidu interne est défini par la somme suivante: 
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et la matrice de rigidité tangente par: 

dans lesquelles Bc, B,, et Cg, sont données par: 

1 A;' t2 rl 4 2 1  il . r2 + (yl2 - 
où les tenseurs suivants sont introduits 

a, est le tenseurs antisymétrique associé au vecteur t, tel que: 

Semblablement, en sommant sur tous les nœuds milieux de l'élément, nous obte- 

nons le vecteur résidu et la matrice tangente éléme~taires, définis par les expressions: 
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où les expressions de B-,[: B,,, et Cgnr relativement au côté ij (contenant le nœud M 
figure 7.5) sont donnes par: 

Les résidus r$ et  rf, sont ajoutés au résidu interne fffl,, défini par l'équation 7.34, 
telle que: 

fgt = fht + 15 + rM (7.44) 

Pareillement. la matrice tangente de l'élément est donnée par la somme: 

où ke du second membre est définie par 7.35 

7.6 Conclusion du chapitre 

Dans ce chapitre. nous avons présenté les développements relatifs à un modèle de coque 

non linéaire de type Cosserat basé sur une cinématique à un seul vecteur directeur et 
sur l'hypothèse de Reissner/kIhdlin/Naghdi. Ont été exposés aussi, les aspects et 

les détails associés à la mise en œuvre numérique de la formulation dans le cadre des 

éléments f i s .  tels que les détails sur les interpolations choisies, les expressions du 
résidu et de la matrice tangente et de la procédure de mise à jour du vecteur directeur. 

La validité de la formulation et la performance des quadrilatères qu'ont entraînés 

ces dé~eloppements seront confrontées, dans le chapitre qui suit, avec les résultats 

numériques obtenus par un certain nombre d'auteurs suite A leurs analyses non linéaires 

de coques soumises à des chargements statiques. 
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Chapitre 8 

Exemples numériques - Discussions 

8.1 Introduction 

Le présent chapitre a pour but de présenter quelques résultats numériques obtenus 

pour des problèmes tests choisis dans la littérature pour examiner la performance des 

éléments finis et dgori~hmes proposés dans cette thèse. 

8.2 Validation des éléments de poutre 

Dans cette section. nous considérons une série de simulations numériques permettant 

d7iIlustrer la performance des éléments de poutres tridimensionnels résultant de la 

formulation exposée au chapitre 6. Dans les premiers exemples l'attention est dirigée 

sur les problèmes bidimensionnels, où le champ de rotation est décrit a l'aide d'un 

seul angle de rotation [SVQ88. Ako87: Faf87. Cic84, Bat81, Cri90, IFSS]. L'objectif 

principal est alors de montrer que la paramétrisation tridimensionnelle du champ de 

rotation proposée. permet de tenir compte des rotations planes. Les derniers exemples 

concernant la déformation tridimensionnelle et ils ont déjà été considérés dans des 

travaux précédents [SVQ88. BBï9, PL96, Ibr95, ISBf 961. Dépendant des exemples, 
une loi de comportement élastique ou élastoplastique pourra être considérée. 
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Figure 8.1: Porte-à-faux sous chargement de flexion. Données du problème. 

8.2.1 Analyse d'un porte-à-faux soumis à un chargement de flexion 

L'un des problèmes les plus difficiles à résoudre en analyse non linéaire des structures 
est celui des porte-à-faux où le mouvement de corps rigide est très important. La 

flexion des porte-à-faux a fait l'objet de plusieurs études et peut être, à toutes fins 

pratiques, considérée comme un "benchmark" en analyse non linéaire géométrique. 

Nous analyserons dans ce qui suit. la grande déflexion et la grande rotation du porte- 

à-faux illustré à la figure 8.1, que nous soumettons a un chargement de flexion. Dans 

une première analyse nous nous intéressons au comportement du porte-à-faux vis-à-vis 

d'un effort de flexion hors pian appliqué à l'extrémité libre et  provoquant une grande 
déflexion mais une rotation modérée de la poutre. Dans une seconde analyse, nous 

examinons les grands déplacements et les grandes rotations engendrés dans la poutre 
suite à l'application d'un couple concentré, appliqué lui aussi à l'extrémité libre. Le 
but recherché à travers ces analyses est l'étude de la performance et la précision des 

éléments de poutre proposés dans le cas de non-linéarités géométriques avec grands 
déplacements et grandes rotations. 

Porte-à-faux avec une charge concentrée 

Nous considérons d'abord l'action d'une force transversale F appliquée au bout libre du 

porte-à-faux Ce cas classique a déjà fait l'objet de plusieurs recherches ([BB79, Bat81, 

Ako87, Fafû7, Dam961). Une solution analytique basée sur la théorie non linéaire avec 

l'hypothèse de la non-extension de la ligne moyen a été développée par Timoshenko 

et Gere [TG72]. 30s résultats sont comparés à cette solution et aussi à la solution de 
Akoussah [.&o871, obtenue en dix pas de chargement (de P = O à P = 10EI/L2 ) à 

l'aide de 8 éléments de poutre tridimensionnelle en formulation lagrangienne partielle, 

basé sur la théorie de Marguerre des poutres surbaissées. Comme lui, nous avons 

discrétisé la poutre en 8 éléments finis quadratiques (L3) et 16 éléments finis linéaires 
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(L2). Le bilan de l'analyse est dressé sous forme de tableau (8.1) et figure (8.2.a)' dans 

lesquels Uu dénote le déplacement transversal et Ux le déplacement axial selon l'axe 
de la poutre du bout libre. Nous remarquons que ces résultats collent très bien avec 

Tableau 8.1: Résultats comparatifs du porte-à-faux soumis à un effort constant. 

Analytique Akoussah[Ako87] élément L3 élément L2 

ceux de Akoussah et la solution analytique. La déformée réelle de la poutre est donnée 
à la figure(8.2.b) pour l'élément quadratique L3, après un et dix pas de chargement. 

Porte-à-faux avec un couple concentré 

Ici, nous considérons la flexion du porte-à-faux soumis cette fois à un moment concentré 

M appliqué au bout libre. La déformée exacte de la poutre est un arc circulaire de 

rayon R = E I I M ,  de sorte que les composantes du deplacement du bout libre se 
calculent à l'aide de [Ibr97a] : 

L 2 

= - (sin 5 )  
412 

et la rotation par: 
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(a) Séquences de déformation 

O 2 4 6 8 10 

Déplacements au bout libre 

(b) Courbe charge-déplacement 

Figure 8.2: Porte-à-faux avec charge concentrée. 
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Le moment M = 2îrEIIL = 20n forcera ainsi la poutre à se courber sous la forme 

d'un cercle complet. Plusieurs auteurs ont déjà résolu numériquement ce problème 

([BB79, Bat81, SVQ86, Ako87, Cri90, h 9 2 ,  Ibr97aj) en utilisant différentes propriétés 

et différents types d'élément. Les résultats, obtenus pour 8 éléments finis linéaires 
(L2) et 4 éléments finis quadratiques (L3)  en dix pas de chargement, sont présentés au 

tableau (8.2) en comparaison avec la solution analytique et à ceux de Akoussah [Ak087]. 

Ce dernier a utilisé 4 éléments finis de poutre tridimensionnel basé sur la théorie de 

Marguerre des poutres courbes surbaissées, tel que mentionné précédemment, et a 

considéré un nombre de 10 pas au total. La figure (8.3.a) montre, pour quelques 

Tableau 8 -2: Résultats comparatifs du porte-à-faux avec un moment constant. 

Analytique Akoussah[Ako87] élément L3 élément L2 

niveaux de chargement, la déformée de la structure, obtenue pour un maillage de 4 

éléments quadratiques. -4 la figure (8.3.b), nous présentons nos résultats obtenues 

en imposant un moment LM = 4rEI/L = 40n en 20 pas au total. Cela permet de 

faire tourner la poutre deux fois sur elle même. Ces résultats, comparés à la solution 

analytique, démontrent l'excellente performance des éléments L2 et L3. 

8.2.2 Arc profond soumis à une charge concentrée 

Cet exemple très connu dans la littérature [SVQ86, Ibr95] consiste à étudier le com- 
portement pré et post-flambement d'un arc circulaire encastré d'un côté, simplement 
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(a) Séquences de déformation 

O 2 4 6 8 1 O 12 14 

Déplacements au bout libre 

(b) Courbe charge-déplacement 

Figure 8.3: Porte-à-faux avec moment concentré. 
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Figure 8.4: Arc profond soumis à une charge concentrée. Données du problème. 

appuyé de l'autre et soumis à une charge concentrée au milieu comme montré à la 

figure 8.4. La charge critique de référence, basée sur la théorie des poutres d'Euler, 

est due à DaDeppo et Schmidt [DS751. La solution montrée à la figure (8.5.a), pour 

différentes phases de déformation est obtenue avec 20 éléments quadratiques. Au ta- 

bleau (8.3), la charge critique, obtenue pour un maillage de 20 éléments quadratiques 

et 40 éléments linéaires, est comparée à la solution de référence e t  celle obtenue par 
Ibrahimbegovic et Simo. Le premier a utilisé 20 éléments courbes à 3 nœuds; quant 

à Simo7 il a utilisé 40 éléments linéaires isoparamétriques. Ce dernier a aussi reporté 

la valeur du second point limite. La valeur trouvée est -77.07. Nous avons obtenue, 

respectivement avec les éléments L3 et L2, des valeurs de -73.52 et -76.96. La va- 
leur des charges critiques résultants de notre analyse confirme la précision de ces deux 

types d'élément de poutres. La figure (8.5.b) montre graphiquement l'évolution de 

la charge en fonction des composantes horizontale et verticale du déplacement point 

d'application de la charge. 

Tableau 8.3: Charge critique de l'arc profond. 

Xodèle Nombre d'éléments Charge critique 
-- - - - -- - 

Réfé~ence [RS75] - 
Ibrahimbegovic [Ibr95] 20 

Simo [SVQ86] 40 

élément L3 20 

élément L2 40 
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O 0.5 1 1.5 2 2.5 

Déplacements 

(b) Courbe charge-déplacement 

Figure 8.5: Arc profond soumis à une charge concentrée. 
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Figure 8.6: Cadre de Lee. Données du problème. 

8.2.3 Analyse élastique et élastoplastique de cadre de Lee 

Il s'agit d'un problème de claquement d'un cadre rectangulaire biarticulé, soumis à 

une charge concentrée (figure 8.6). Ce problème constitue un excellent test sur les 
performances des éléments en très grands déplacements; le premier point limite ne se 

produit que pour des déplacements déjà grands. Lee, Manuel et  Rossow [LMR681 ont 

présentés la solurion analytique élastique de ce problème. La solution éléments finis 

est aussi disponible dans les références [Fre78, Cic84, SVQ86, PL961. Nous avons ré- 
solu le problème avec 10 éléments quadratique et 20 éléments linéaires au total. Les 

comportements élastique et élastoplastique. avec écrouissage isotrope de la structure 
sont montrés sur les figures 8.7.b et  8.8.b respectivement, en comparaison avec la so- 
lution de Cichon [CicS-L] où seulement quelques points ont été donnés. La solution 
analytique élastique n'esï pas dessinée? mais elle est en excellent accord avec celle 

numenque. Les figures 8.7 .a et 8-8.a correspondent à diverses déformées du cadre, 

représentées sur les figures précédentes pour l'élément quadratique. La charge de flam- 
bement correspondant aux cas élastique et élastoplastique est trouvée égale a 1.854 et 

1.449 respectivement. En utilisant 10 éléments quadratiques, Simo [SVQ86] a obtenu 

une charge limite elastique de 1.853. 

8.2.4 Analyse élastique et élastoplastique d'un arc soumis à une charge 
concentrée 

Le comportement élastique et élastoplastique sans écrouissage d'un arc soumis à une 

charge concentrée est analysé. Les extrémités de l'arc sont encastrées; les caractéris- 

tiques géométriques er mécaniques sont présentées à la figure 8.9. Étant donnée la 
symétrie du problème. seule la moitié de l'arc est discrétisé. Ce test a déjà été consi- 
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(a) Déformées successives 

O 20 40 60 80 100 

Déplacements 

(b) Courbe charge-déplacement 

Figure 8.7: Cadre de Lee. Analyse élastique. 
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(a) Déformées successives 

O 20 40 60 80 LOO 120 

Déplacements 

(b) Courbe charge-déplacement 

Figure 8.8: Cadre de Lee. Analyse élastoplastique. 
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Figure 8.9: Arc soumis à une charge concentrée. Données du problème. 

déré par plusieurs auteurs [BG99, EL82, Leb851. Les résultats, obtenus avec 5 éléments 

quadratiques et 10 éléments linéaires, sont comparés à ceux de Lebouvier [Leb85] qui a 
utilisé 10 éléments de poutre en formulation lagrangienne actualisé avec un critère en 

efforts généralisés. prenant en compte de façon approchée la plastification progressive 

à travers l'épaisseur. -4 la figure 8-10: nous avons représenté l'évolution de la flèche au 

sommet de l'arc en fonction du chargement P. 

8.2.5 Analyse tridimensionnelle d'un porte-à-faux courbe 

Considérons le porte-à-faux montré à la figure 8.11. Ce problème, consistant à fléchir 

hors plan un arc circulaire situé dans le plan X-Y , a déjà été résolu numériquement 

par un certain nombre d'auteurs [BB79, SVQ86, Ako87, CG88, Cri90, Lo92, Ibr951. 

C'est Bathe et Bolourchi [BB79] qui l'ont introduit pour tester la performance de leur 

élément de poutre dégénéré 3 0 '  en formulation lagrangienne actualisée. -& l'exception 

de Ibrahimbegovic, qui a utilisé un maillage 8 éléments courbes quadratiques, tous ces 

auteurs ont effectué leur andyse en iitilisant 8 éléments linéaires. Pour des fins de 

comparaison avec les résultats donnés dans les références précitées, nous avons résolu 

ce problème avec 4 éléments quadratiques et 8 éléments linéaires et en considérant, 

pour atteindre le niveau de chargement P = 600, trois incréments de chargements de 

valeur 300, 150 et 150. Les résultats comparatifs sont résumés au tableau 8.4 pour les 

niveaux de charge 300, 450 et 600. Mentionnons que Bathe et Bolourchi ont résolu ce 
problème en 60 pas de chargement. 

L'évolution des déplacements en fonction du chargement pour les éléments linéaires 
L2 et quadratiques L3 est représenté à la figure 8.12 jusqu'à P = 3000. La figure 8.13 

montre la vue en perspective et en projection du porte-à-faux a diverses déformées. 
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s - 
Lebouvier 85 

6 - 

O I 2 3 1 5 

Fièche au sommet de l'arc (cm) 

Figure 8.10: Arc soumis a une charge concentrée. Courbe charge-déplacement du 
sommet. 

a 0  
Section transversale 

E = LOT 

Y = o .  
R = LOO 
0 =&je 

a = l  

Figure 8.11: Porte-à-faux courbe. Données du problème. 
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Figure 8.12: Porte-à-faux courbe. Courbe charge-déplacement du bout libre. 

Figure 8.13: Porte-à-faux courbe. Déformées successives. 
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Tableau 8.4: Résultats comparatifs des déplacements du  bout libre. 

Niveau de chargement 

Bathe et al. [BB79/ 6.8 11.5 39-5 - - - 13.4 23.5 53.4 

Simo et al. [SVQ86] 6.97 11.86 40.08 10.68 18.38 48.39 13.51 23.47 53.37 

Akovssah [Ako87/ 5.7 8.5 35.3 9.15 14.3 44.2 12.0 19.2 50.0 

Cardona et al. [CG88]7.11 12.06 40.35 10.92 18.59 48.59 13.75 23.66 53.50 

Cnsf;eld (Cri901 7.14 12-17 40.53 10.87 18.77 48.79 13.69 23.86 53.71 

Lo [Log21 7.0 11.9 40.1 10.7 18.4 48.4 13-5 23.5 53.4 

Ibmhimbegouic [Br951 - - - - - -  13.60 23.75 53.41 

élément L2 7.05 11.97 40.27 10.69 18.40 48.41 13.50 23.49 53.39 

élément L3 7-11 12.04 40.37 10.78 18.47 48.50 13.60 23.56 03.47 

8.3 Validation des éIéments de coques 

Dans cette section, nous présentons quelques résultats obtenus pour des problèmes tests 

pour la validation des éléments de coques proposés dans cette thèse. Ces tests sont 

principalement traités dans les références suivantes: [D077, Faf87, Dam96, SFR89, 
SFR90, SM93, CS1S92, SCGY90, SB92, BR921. 

8.3.1 Plaque en flexion 

Dans le but d'évaluer la performance des éléments de coque proposés dans le régime 

non linéaire avec grands déplacements e t  grandes rotations, le porte-à-faux étudié dans 

la section 8.2.1 est repris ici, mais cette fois avec un couple constant M seulement, ap- 

plique au bout libre. Nous considérons dans cette analyse le mêmes données physiques 

et géométrique afin de comparer nos résultats à la solution analytique donnée au para- 

graphe 8.2.1. La plaque est modélisée avec un maillage de 8 x 4 éléments à 4 nœuds (Q4) 

et 4 x 2 éléments à 8 nœuds (Q8). Les déformées successives correspondant à ce dernier 

maillage, pour quelques séquence de chargement, sont illustré sur la figure 8.14.a. Pour 

chaque m e  d'élément, un total de dix incréments de chargement de valeur A M  = 2n) 

est considéré pour tracer la courbe charge-déplacement de l'extrémité libre de la plaque. 

Ces courbes et les résultats numériques correspondants sont présentés à figure 8.14.b 
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et au tableau 8.5 respectivement. On remarque que les résultats obtenus concordent 

très bien avec la solution anaipique . Ceci révèle la précision et la performance des 

éléments de coque proposés dans les problèmes de fiexion à grands déplacements et  
grandes rotations. 

Tableau 8.5: Plaque en flexion. Résultats comparatifs. 

8.3 -2 Hémisphère pincé 

Ce problème, traité dans plusieurs travaus [SFRSO, BR92, SCGY90, Po192, Dam96, 

.-Si. Dom971. est devenu un test standard pour l>évaluation des éléments de coques 
avec non-linéarité gbmétrique. Il a été choisi dans le but de vérifier l'absence du blo- 

cage en membrane et l'aptitude des éléments de coque proposés à représenter correcte- 

ment les mou\-emenrs de corps rigide. L'hdmisphère, dont les propriétés géométriques 

et matérielles sont présentées sur la figure 8.13, est soumise a une force de traction dans 
le sens -Y et a une force de compression dans le sens Y d'intensité F = 100, appliquée 

en 10 pas. Étant donné la s p é t r i e  du problème, un quart de la structure est discrétisé. 

Deux maillages réguliers ont été considérés, un de 8 x 8 correspondant à l'élément de 
coque quadratique à S nœuds (Q8) et l'autre de 16 x 16 par coté, correspondant à 

l'élément de coque linéaire à 1 nœuds (Q4). La déformée finale de l'hémisphère après 

les 5 pas de chargement est présentée sur la figure 8.16 pour le maillage quadratique 
8 x 8. 
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O 2 4 6 8 10 12 14 

Déplacements au bout libre 

(b) Courbe charge-déplacement 

(a) Séquences de déformation 

Figure 8.14: Plaque en flexion. 
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R = 10 

h = 0.04 

trou = 18" 

- S 

Figure S. 13: Hémisphère pincé. Données du problème. 

Figure 5.16: Hémisphère pincé. Déformée réelle. 
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'Co 

-.-.- Q3 

3 Pol 92 l 
Figure 8-17 Hémisphère pincé- Courbe charge-déplacement. 

Les courbes charge-déplacement. selon làse  S (Ux) et selon l'axe Y (Uy) des 

point -4 et B respectivement. sont présenrées à la figure 8.17 en comparaison avec la 
solution de référence de Pol [Po19'1]. Ce dernier a utilisé un élément triangulaire de 

type coque à facette plane (DKT181 formulé en description lagrangienne actualisé et 

a considéré un maillage régulier de 16 x 16 éléments. On remarquera que nos résultats 
concordent très bien avec ceus de Pol. Sotons que les résultats obtenus par Pol sont 

très comparables avec l'ensemble des résultats estraits des références précitées- 

8.3.3 Plaque annulaire 

Nous considérons une plaque annulaire. encastrée d'un coté et soumise à l'autre extré- 

mité à une charge linéique uniformément repartie (fig 8.18). 

Cet exemple a été présenté par Basar et Ding [BDSOal pour tester les formulations 
de grandes rotations des coques. Il a été repris par la suite par plusieurs auteurs 

[BR92. JCP94. Ibr9ib. Dom9ïI. Xous avons traités ce problème en considérant deux 

type de maillages, un maillage quadratique de 2 x 16 éléments et un autre Linéaire de 

4 x 32. La figure 8.19 illustre la concordance de nos résultats, obtenus en 30 pas de 
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Figure 8-18: Plaque annulaire. Données du problème. 

chargement. à ceus de Beuchter et Ramm [BR921 qui ont traité le problème à l'aide 

d'un élément isoparamétrÏque dégénéré à 16 nœuds en considérant un maillage de 2 x 16 
éléments. Les déformées successives de la plaque. obtenues avec l'élément a 8 nœuds 

Q8. sont reportées à la figure 8-20 pour les nleurs suivants du paramètre de charge: 
X = 10,30.60. 

8.3.4 Poutre en flexion plane 

Une poutre plane encastrée à un bout est soumise à une charge de flexion plane F = 

1000 à l'extrémité libre est illustrée sur la figure 8.21. 

Ce test sert a tester le comportement en membrane des éléments de coques. Il a 
été proposé par Simo et ai- [SFRSOI pour évaluer les performance de son élément à 4 

nœuds de type Hellinger-Reissner et repris par la suite Wriggers et Gruttmann [WG93] 
avec un élément à 9 nœuds. Sous avons modélisé la poutre avec 5 éléments à 8 nœuds 

et 10 éléments à 4 nœuds. Les configurations initiale et déformée finale, obtenue avec 

l'élément Q8 après 10 pas de chargement. sont illustrées sur la figure 8.22. Les courbes 

chargedéplacement de l'extrémité libre de la poutre sont présentés sur la figure 8.23 
en comparaison ayec la solution de numérique de Simo et al. [SFRSO] 

8.3.5 Poutre en L sous chargement de fiexion 

Ce test: présenté par Simo (Sim931, consiste à fléchir un porte-à-faux en forme de L 

encastré à une extrémité et soumise à un moment fléchissant M au bout libre (fi- 
gure 8.25). Le moment total permettant de courber la poutre sous forme d'un cylindre 
est A i , t  = SOT. 

Le but de ce test est de démontrer la performance des éléments de coque proposés 
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-5 O 5 1 O 15 20 

Déplacements (m) 

Figure 8.19: Plaque annulaire. Courbe charge-déplacement . 

Figure 8.20: Plaque annulaire. Déformées de la structure. 
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Figure 8.21: Poutre en flexion plane. Données du problème. 

Figure 8.22: Poutre en flexion plane. Configurations initiale et finale. 
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0.3 O -1 0.5 

Déplacement Uz 

Figure 8.23: Poutre en flexion plane. Courbe chargedéplacement. 
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Figure 8.24: Poutre en L sous chargement de flexion. Données du problème. 

à modéliser les problèmes d'intersection des coques et d'évaluer leur précision dans le 

cas de non-linéarité géométrique avec grands déplacements et grandes rotations. 

Deux maillages réguliers sont adoptés pour modéliser le porte-à-faux; un maillage 

de 8 x 2 éléments a 8 nœuds et un autre de 16 x 4 éléments à 4 nœuds. Lévolution 

des déplacements et de la déformée réelle au cours de chargement sont présentés aux 

figures 8.25.a et 8.25.b respectivement. Ces résultats, obtenus en 20 pas de chargement, 

sont comparés à ceux obtenus du modèle de poutre 3 0  à 3 nœuds avec 8 éléments 
et à 2 nœuds avec 16 au total (Voir chapitre 6). On remaxques que les solutions 

obtenus collent très bien. Les résultats issus du modèle de coque sont alors en parfaite 

concordance avec la solution élastiques des poutres [Sim93]. 

8.3.6 Déversement d'une poutre en C 

Le Déversement d'une poutre en C encastrée à une extrémité et soumise à une charge 
concentrée à l'e-xtrémité libre dans le plan de l'âme est analysé. Les caractéristiques 

géométriques et matérielles de ce problème sont présentées sur la figure 8.26. 

Cet exemple a été présenté par Chroscielewski et al. [CMS92] pour tester l'efficacité 

de leur élément de coque à 9 nœuds à modéliser les plaques pliées. Ils ont utilisé à 
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(a) Courbe charbdeplacernenr au bout libre 

(b) Deformées successi\-es 

Figure 8.25: Poutre en L sous chargement de flexion. 
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Figure 8.26: Poutre en C. Données du problème. 

cette fin un maillage 10 x 12 éléments (6 x 12 pour l'âme et 2 x 12 pour chaque aile). 
Parmi les auteurs qui ont repris cette exemple, citons Ibrahimbegovich qui a utilisé 

10 x 12 éléments de coque à 9 nœuds, basés sur la théorie des coques avec rotation 

autour de la normal (drilling rotation); Hammadi [Dom971 qui a analysé le problème 

avec un éléments triangulaire dégénérée en utifisant deux maillages: 30 x 22 et 52 x 26 
et récemment, Domissy [Dom971 à l'aide d'un élément de coque de type solide et deux 

maillages: 12 x 30 x 1 et 12 x 15 x 1 (1 élément suivant l'épaisseur). Pour des h s  de 

comparaison. nous avons choisi l'élément de coque à 8 nœuds et adopté un maillage 

régulier de 10 x 12 éléments. Les résultats numériques de cette analyse sont présentés 

sur la figure 8.26, où nous avons tracé l'évolution du déplacement vertical Uz sous le 

point d'application de la charge F en comparaison avec Chroscielewski et al. [CMS921. 
-i la figure 8.28, nous retrouvons les déformées réelles de la poutre correspondant, 

dans l'ordre. à la charge critique et à au chargement final. Notons la concordance de 

la charge critique obtenue avec celle trouvée par Chroscielewski et al.. Le plissement 

de la face supérieure au misinage de l'encastrement, illustré à la figure 8.28, est aussi 

retrouvée. Cette zone exigerait un maillage plus raffiné pour avoir des résultats plus 

précis. 

8.3.7 Analyse élastoplastique d'une plaque carrée sur appuis simples 

Ce test, extrait des références suivantes [D077, D066, Faf87, Dam961, consiste à ana- 
lyser le comportement elasoplastique d'une plaque carrée simplement supportée et 

soumise à un chargement répartie p = 0.04 comme monté sur la figure 8.29. 



Exemples numériques - Discussions 191 
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i - 3 4 
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Figure 8.27: Poutre en C. Courbe chargedéplacement sous la charge. 
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(a) déformée critique 

(b) déformée finale 

Figure 8.28: Poutre en C. déformées réelles. 
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\ Simplement supportée 

Figure 8.29: Plaque camée. Données du problème. 

Étant donné la symétrie du problème, nous avons seulement discrétisé le quart 

de la plaque avec un maillage de 4 x 4 éléments à 4 nœuds et 2 x 2 éléments à 8 

nœuds. Sous supposons un comportement élasto-plastique parfait avec un critère de 

von Mises. Ce test est proposé pour des fin de validation de: 

O Validation de l'algorithme d'Euler implicite; 

validation des éléments de coque à 4 naeuds (Q4) et à 8 nœuds (Q8) en élasto- 

plasticité; 

O validation de la méthode d'intégration sur l'épaisseur de Lobatto. 

Les résultats numériques seront comparés aux résultats de Fafard [Faf87] qui sont basés 
sur l'utilisation de Iwélément DLTP (élément triangulaire à 6 nœuds et 27 degrés de 

liberté) avec une technique d'intégration par couche et à ceux de Dammak [Dam96], 
obtenues à l'aide d'un élément de coque raffiné DDDQ à 4 nœuds de type DD (Double 

Director) et une intégration sur l'épaisseur selon un schéma de Gauss. 

Pour fin de comparaison, nous avons analysé cet exemple en 20 pas de chargement 

avec un total de 10 points de Lobatto sur 1'épaisseur. La figure 8.30 illustre les courbes 

charge-déplacement au  centre de la plaque (fièche UZ au point C) pour l'élément à 

4 nœuds et à 8 nœuds' en cornparoison avec les résultats obtenus par Fafard avec 28 
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O 1 - 1 3 4 5 

E Uz h' ! (L' Mp) 

Figure 8.30: Plaque carrée. Courbe charge-déplacement . 

couches et Dammak arec 10 points de Gauss. On remarque que les résultats coïncident 

avec c e u  de Dammak et sont très proches de ceux obtenus par Fafârd avec le DLTP. 

Dans une deusième analyse le même test est repris pour évaluer l'influence du 

nombre de point d'intégration sur les résultats numériques. Cependant, dans cette 

analyse toute la charge p = 0.04 est appliquée en un seul pas avec l'introduction 

d'un léger écrouissage isotrope (ET = 200). Les valeurs obtenues, de la flèche au 

centre de la plaque, sont rapportés dans le tableau 8.6 en comparaison avec ceux 

de Dammak [Dam961, obtenus selon le schéma d'intégration de Gauss et en utilisant 
les éléments DDDQ, MITC4 (élément de coque à 4 nœuds de type Reissner-Mindlin 

avec un modèle déplacement en membrane-flexion et une partie de cisaillement de type 

Assumed Natuml Strazns) et DKQ (élément de coque à 4 nœuds de type Kirchhoff- 
Love avec modèle déplacement en membrane). Nous remarquons que même avec un 

faible nombre de points d'intégration les éléments Q4 et Q8 arrivent à donner d'assez 



Eemples nmériques - Discussions 195 

bons résultats. On notera également un comportement similaire pour tous éléments. 

Tableau 8.6: Plaque carrée en flesion. Intégration sur l'épaisseur (1 seul pas). 

Schéma d'intégration 

Lobatfo Gauss [Dam961 

-V Q4 Q8 DDDQ MITC4 DKQ 

8.3.8 Analyse élastoplastique d'un arc soumis à une charge concentrée 

L'analyse élastique et élastoplastique et de l'arc de la section 8.2.4 est reprise. Les 

caractéristiques géométriques et mécaniques données sur figure 8 -9 sont conservés. Le 

maillage adopté cette fois-ci est 5 x 1 éléments à 8 nœuds et 10 x 1 éléments à 4 

nœuds La figure 8.31 illustre l'é~-olution de la flèche au sommet de l'arc en fonction 

du chargement P en comparaison avec la solution obtenue par Lebouvier [Leb85]. 

Pour l'analyse elastoplastique. nous avons choisi 8 points de Lobatto pour intégrer la 

plastification sur l'épaisseur. L 'c~amen de la courbe charge-déplacement montre encore 

une fois la précision de la formulation de coque utilisée. 

8.4 - Conclusion du chapitre 

dans ce chapitre. une énluation et une comparaison des modèles de poutre et de 

coque proposés ont été réalisés à travers quelques tests de validation proposés dans la 

litérature. Les résultats obtenus. illustrent le degré de précision des ces éléments et 
leur efficacité à traiter des problèmes \xriés. 
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Figure 8.31: Arc 

- 
Q Lebouvier 85 

b 

- 

O 1 - T 3 4 5 

Riche au sommet de l'art: (cm) 

soumis à une charge concentrée- Courbe chargedéplacement 
sommet. 
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Chapitre 9 

Applications aux constructions met alliques 
industrielles 

9.1 Analyse non linéaire de panneaux ondulés types 
9.1.1 Introduction 

Honco inc.. une entreprise spécialisée dans la fabrication de panneaux ondulés destinés 

à la construction civile. a confié au GIREF le mandat d'effectuer une étude par éléments 

finis portant d'une part, sur l'analyse de la stabilité élastique de panneaux ondulés de 

longueur lariant de 4 a 14 mètres et d'autre part, sur l'analyse non linéaire géométrique 

et matérielle d'un panneau type de L mètres de longueur pour évaiuer la résistance et 

le comportement de ce dernier dans la zone post-voilement1. 

Cette étude visait plus spécifiquement à déterminer: 

r La charge limite qui cause le flambement; 

La capacité ultime du panneau en compression; 

'Nous nous abstenons de d o ~ e r  les caractéristiques geometriques et matérielles de la structure, 
étant donné l'entente conclu garantissant la confidentialité des résultats 
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0 Le comportement post-voilement du panneau: 

S'il existe une résiscance post-flambement 

Le mode de rupture: 

Le niveau de plasticité en trois points du panneau. 

L a  description détaillée de l'étude est donnée dans la référence [Sop981. 

9.1.2 Méthodologie 

Les panneaux fabriqués par Honco sont composés de deux types d'ondulation. L'ondulation 
principale assure la stabilité globale du panneau. Les ondulations secondaires rigidi- 

fient Iocalement le panneau pour aubgmenter sa résistance au voilement local. L'analyse 
de la stabilité des panneaus Honco nécessite une bonne modélisation de toutes ces on- 

dulations. Cette contrainte esige une densité de maillage suffisante pour représenter les 

ondulations et respecter un rapport longueurilargeur raisonnable pour les éléments. 

De plus. une réduction de la densité du maillage sur le panneau dans la direction 

des ondulations aurait tendance à modifier la géométrie réelle et donc de diminuer de 

beaucoup la précision des résultats. puisque leur inertie globale et leur rigidité locale 

seraient passablement modifiées. -Uk de limiter au maximum cette contrainte géo- 

métrique ainsi que la densité du maillage, il a été proposé plutôt d'analyser, à l'aide 
d'éléments de coques à huit neuds2. un demi panneau type (fig. 9.1). Des conditions de 

symétrie ont été imposées sur la ligne de s p é t n e  du panneau. Le maillage comprend 

10632 nœuds et 3465 éléments. ce qui a donné un problème de 61951 degrés de liberté. 

Une seule configuration a été analysée (longueur. largeur et conditions aux limites). 

Deux types d'analyse ont été réalisées: une étude non linéaire en grands déplacements 

et en grandes rotations (stabilité) dans le domaine élastique et une étude non linéaire 
en grands déplacements et en grandes rotations en tenant compte de l'élastoplasticité. 

Dans ce dernier cas. deus courbes chargedéformations ont été utilisées et donc, deux 

études élastoplastiques ont été réalisées. Les hypothèses suivantes sont a la base de la 
méthodologie suivie: 

Petites déformations élastoplastique avec intégration sur l'épaisseur à l'aide de 8 

points de type Lobatto; 

- - --- - - -- 

2Ces élhents à haute précision tiennent compte des courbures présentes dans les ondulations. 
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r Critère de von Mises en tenant compte de l'écrouissage; 

Perturbation de la géométrie pour amorcer le flambement & l'aide de petites 

charges perturbatrices (P/l0000 où P est la charge de compression résultante 

appliquée sur le panneau) : 

r Discrétisation de la moitié du  panneau en imposant les conditions aux limites de 

symétrie- 

Encastrement sauf suivant l'axe de chargement Z 

Appui 

Encastrement 

Figure 9.1: Maillage et conditions aux limites appliquées à la demi-largeur d'un pan- 
neau ondulé. 
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~~ de résoudre le problème non linéaire, la méthode de Newton-Raphson avec 

pilotage de la résolution en longueur d'arc est utilisée. Le pilotage s'est fait dans la 

zone pré-t-oilement avec une longueur d'arc plus longue que dans la zone post-voilement. 

Nous avons utilisé environ 10 pas de charge dans la zone pré-voilement et entre 490 

et 590 dans la zone post-voilement permettant ainsi la prédiction de tous les points 

d'instabilité. 

Une première analyse a permis de valider l'étude précédente faite pour Honco 

[sop96), basée sur la technique du calcul aux valeurs propres. Cette étude a per- 

mis également de déterminer le bon fonctionnement du modèle non linéaire ainsi que 
l'estimation de la première charge critique et de son mode. La seconde analyse est réa- 

lisée dans le domaine géométriquement non linéaire en tenant compte de la plasticité 

(plateau plastique et écrouissage) . . -  cette fin, deux courbes d'écrouissage, fournies 

par le client [Sop98]. ont été utilisées3. 

9.1.3 Résultats et conclusions 

Analyse non linéaire élastique 

Les résultats de cette étude ont permis de retrouver (à 2% près) la valeur de la charge 

critique de voilement obtenue de l'analyse simplifiée aux valeurs propres effectuées 

dans un précédent mandat réalisé par DESSAU SOPRIN (Sop961 et confirmer ainsi la 

validité de l'approche utilisée dans cette étude en estimant la charge limite par une 

analyse aux valeurs propres. Les figures (9.3.a) et (9.3.b) illustrent les courbes charge- 

déplacement (vertical: suivant 1- et transversal: selon X) des points A et B identifiés 

sur la figure (9.2). 

Analyse non linéaire élastoplastique 

Pour le Cas 1, soit l'étude basée sur les propriétés mécaniques relatives à la courbe 

d'écrouissage 1: nous avons tracé les courbes charge-déplacement aux points A et B 
du panneau et ce pour les déplacements selon les axes X, Y et 2. Ces courbes sont 

montrées sur les figures (9.4) et (9.5). 

Les principales observations suivantes ont été tirées des figures (9.4) et (9.5): 

3Dans ce qui suit, La première &ude basée sur les propriétés mécaniques issues de la premiére 
courbe d'écrouissage sera identifiée par le vocable Cas 1.  Le Cas 2 correspondra 8 l'analyse non 
linéaire t5lastoplastique avec les propriétés mécaniques relatives à la courbe d'écrouissage 2. 
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Figure 9.2: Localisation des points suivis lors des analyses non linéaires. 
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(a) Point -4 

(b) Point B 

Figure 9.3: Courbes chargedéplacement (normalisées) des points A et B. Cas élas- 
tique. 
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(a) Déplacement selon S (b) Déplacement selon Y 

(c) Déplacement selon Z 

Figure 9.4: Courbes charge-déplacement (normalisées) du point A. Élastoplastique: 
Cas 1. 
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(a) Déplacement selon S (b) Déplacement selon Y 

0.M 1 I 
0.46 0.411 0-93 O 5 2  O 5 4  0515 O J R  0.60 0.62 

[-=IL c x 1041 

(c) Déplacement selon Z 

Figure 9.5: Courbes charge-déplacement (normalisées) du point B. Éla~toplasti~ue: 
Cas 1. 
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Pratiquement. la mème charge de flambage a été atteinte que celle obtenue de 

l'analyse simplifiée citée précédemment et celle présentée à la sous-section (9.1.3). 

Deux zones de i-oiiement apparaissent. 

Il J- a une chute de résistance suite à l'apparition de ces voilements. Pour main- 
tenir l'équilibre. la contrainte doit diminuer. 

Par la suite. une résisrance post-flambage se manifeste et on observe un gain de 
rigidité (à un niveau d'environ p / p m ,  = 0.9597 et donc le panneau peut soutenir 

une augmentation de la charge. 

On atteint une deuxième charge masimum mais à un niveau légèrement infé- 

rieur a celui obtenu lors de l'apparition des premières cloques @/pcnt = 0.9966. 

Ce deuxième enremum correspond à l'apparîtion de nouvelles cloques dans le 

panneau. 

Par la suite le chargement décroit er lorsque les calculs ont été arrêtés après 

environ 190 heures de calcd C'PL*. aucun nouveau gain de rigidité n'était apparu. 

L'analyse a été reprise ayec des propriétés mécaniques différentes fournies par le 

client. 'ious retrow-ons sur les figures (9.6) et (S.?) les courbes charge-déplacement 

pour les points -4 et B du panneau. Les figures (9.8) et (9.9) illustrent les isocouleurs des 

trois déplacements pour la charge masimale atteinte et pour le dernier pas de l'analyse. 

On remarque bien sùr la figure (9.8) l'apparition des deux cloques principales dues au 

voilement. Sur la figure (9.9). on remarque que deux autres cloques sont apparues en 

cours de route. Chacune de ces dernières couvrent une surface plus petite que les deux 
premières. 

Les figures (9.10) et (9.11) donnent les courbes charge-déformations équivalentes 

et charge-contraintes de von Mises4 et ce aux points C, D et E identifiés sur la fi- 
gure (9.2). 

Les principales obsen-ations suhantes ont été tirées des figures (9.8) à (9.11): 

'La déformation plastique équinkate est non nulle seulement lorsqu'il y a apparition de la plas- 
ticité. La contrainte de von Mises est une contrainte unidimensionnelle équivalente aux contraintes 
rnultiaxïdes. C'est eUe qui doit ètre comparée à la limite de plasticit6. Si elle dépasse cette dernière 
alors il p a plastification. 
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(a) Déplacement selon S (b) DepIacement selon Y 

(c) Déplacement selon Z 

Figure 9.6: Courbes charge-déplacement (normalisées) du point A. Éla~toplasti~ue: 
Cas 2. 



Applications a u s  constructions mé t&q ues ind ust~elles 207 

(a) Déplacement selon S (b) Déplacement selon Y 

(c) Déplacement selon Z 

Figure 9.7: Courbes chargedéplacement (normalisées) du point B. Élastoplastique: 
Cas 2. 
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Figure 9.8: Isocouleurs des déplacements selon -Y7 Y et Z correspondant à la première 
charge critique rencontrée. É1astoplastique: Cas 2. 
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Figure 9.9: Isocouleurs des déplacements selon -Y, Y et Z au dernier pas de l'analyse. 
Élastoplastique: Cas 2. 
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(a) Poinr: C (b) Point D 

(c)  Point E 

Figure 9.10: Courbes charge-déformation plastique équivalente aux points C, D et E. 
Élastoplasdque: Cas 2. 
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(a) Poinr C (b) Point D 

(c) Point E 

Figure 9.11: Courbes charge-contrainte de von Mises aux points 
plastique: Cas 2. 
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La même charge de flambage a été étreinte que celle obtenue au Cas 1. En fait, 
le premier point de bifurcation se produit en phase élastique et donc la limite 

élastique n'a aucune influence, 

Il - a une chute de la résisrance suite a l'apparition de ces voilements. Pour 

maintenir l'équilibre. la contrainte doit diminuer. 

0 Par la suite. une résisrance post-flambage se manifeste et on observe un gain de 

rigidité (à un niveau d'emiron p/pmit = 0.9597) et donc le panneau voilé peut 

soutenir une au,gmentation de la charge. 

On atteinr une deusième charge masimum mais à un niveau légèrement infé- 

rieur à celui obtenu lors de l'apparition des premières cloques (p /pmi t  = 0.9966). 

Ce deuxième estremum correspond à l'apparition de nouvelles cloques dans le 

panneau. 

a Par la suite le chargement décroît et lorsque les calculs ont été arrêtés après 600 
pas de calcul. aucun gain de rigidité n'a été observé- 

Conclusion des analyses non linéaires élastoplastiques 

En guise de conclusion. nous pouvons mentionner que la résistance limite ultime du 

panneau analysé correspond au premier extremum calculé, similaire à celui obtenu 

des analyses de stabilité a u s  mleurs propres. Il n'existe donc pas de résistance de 

post-flambage (ni pour le Cas 1 ni pour le Cas 2 élastopiastiques). 

9.2 Analyse par éléments finis des tests ROPS 
9.2.1 Introduction 

Un véhicule forestier servant à l'extraction de billes de bois issues de coupes sélectives 

en forêt est analysé. ,Ifin de satisfaire les critères internationaux de sécurité pour 

des fins d'exportation. le 1-éhicule doit respecter les normes ISO (International Stan- 
dard Organïzation). Plus particulièrement, ce véhicule doit se conformer à la norme 

ISO 8082 concernant la structure de protection au retournement (ROPS5) et la norme 

-- - -  

5RoU-Over Protective Structure: ,.ssemblage de membrures ayant pour rôle principal de réduire 
le risque d'écrasement d'un opérateur maintenu par une ceinture de sécurité en cas de retouniement 
de la machine. 
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ISO 8083 relative ti la structure de protection contre les chutes d'objets (FOPS6). 

L'étude consiste à vérifier si le w%icuie forestier satisfait la norme ISO 8082. Plus 

spécifiquement. analyse par éléments finis et dans le domaine non linéaire (plasticité 

et non-linéarité géométrique) d'une partie du véhicule afin de simuler les tests liés 

au ROPS selon la norme ISO 8082- Cette norme sera satisfaite si les tests prescrits 

rencontrent des crirères précis. à savoir [ddC941: 

L'ensemble ROPS machine doit supporter une charge latérale au moins égale à: 

i\f étant la masse masimale du véhicule, exprimée en kilogrammes. La charge 

latérale est appliquée graduellement et suffisamment lentement pour que les effets 

dynamiques puissent être ignorés- 

L'énergie absorbée pendant l'application de la charge latérale doit être au moins 

égale à: 
iw 1-25 

c = 13000 (-) (Joule) 
10000 

.Après supression de la charge latérale, l'ensemble ROPS/machine doit supporter, 

pendant une durée de 5 minutes ou jusqu'à ce que cesse la déformation, une charge 

verticale FI -. égale à: 

FI,- = 20 111 (Newton) 

Ji étant esprimée en kilogrammes. 

Il n'est pas nécessaire que les exigences de  la force latérale et d'énergie soient satis- 

faites simultanément. Si la force requise est atteinte ou dépassée avant que l'exigence 

d'énergie soit satisfaite. la force peut diminuer. mais elle doit de nouveau atteindre la 

valeur requise lorsque l'esigence d'énergie est atteinte ou dépassée. Par ailleurs, il faut 

se conformer an directives suinmtes: 

0 Tous les panneau. vitres. portes normalement amovibles et tout les autres élé- 

ments non porteurs doivent être démontés de manière à ne pas fausser l'évaluation 

de la structure. 

6Falling-Ob ject Protective Structure: Assemblage de rnem5rures dispos&s de façon à assurer à 
lYop6rateur une protection silffisante contre les chutes d'objets (arbres, rochers). 
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Tout élément de la machine pounnt être considéré comme un élément de sus- 

pension (caoutchouc. ressort à gaz. -draulique ou mécanique) doit être éliminé 

en tant: qu'absorbeur d'énergie. 

L'ensemble ROPS chàssis de la machine doit être fiué au banc d'essai de sorte que 

les élérnen~s reliant l'assemblage au banc d'essai ne subissent qu'une déformation 

minimale pendant les essais- Lors de l'application de la charge latérale, l'ensemble 

ROPS.'chàssis ne doit pas être retenu par le banc d'essai autrement que par les 

fkations initiales- Le chàssis doit ètre directement h é  au banc d'essai au niveau 

ou à proximité des supports des essieux awmt et amère. 

-1ucun élément de l'ensemble ROPS machine ne doit être réparé ou redressé 

pendant ou entre l'application des charges latérale et verticale. 

Les caractéristiques force déplacement doivent être déterminées en appliquant 

une charge latérale sur les principales membrures longitudinales supérieures de 

la ROPS. La charge latérale doit être appliquée par l'intermédiaire d'un dispositif 

de répartition de charge dont la longueur ne représente pas plus de 80% de la 

distance horizontale entre les montants axant et arrière de la ROPS. La vitesse de 

déformation doit ètre celle que la charge puisse être considérée comme statique. 

Pour chaque accroissement de charge. le déplacement du point d'application de 

la charge résultante ainsi que l'intensité de la force doivent être enregistrés et 

représentés graphiquement. 

.\près avoir supprimé La charge latérale. une charge verticale doit être appliquée 

sur le sommet de la ROPS au moyen d'une poutre de 250 mm de largeur; l'axe 

transversal de la poutre se trouvant à environ 100 mm en avant de l'axe du 

positionnement du  DL\- (l-olume limite de déformation: volume correspondant à 

l'opérateur, comme énoncé dans 1'ISO 3164). 

9.2.2 Méthodologie et données de base 

L'ensemble des éléments porteurs du véhicule est constitué d'une coque, qui retient 

le moteur et les réservoirs. et de deus types de poutres: en forme de L, assemblées 

par soudure à la coque et permett.ant de la rigidifier, et  en forme de tube, constituant 

les membrures (longitudinales. transversales et verticales). Les limites élastiques des 

différents types d'acier constituant les composants structuraux sont résumé dans le 

tableau (9.1). Tous ces types d'acier ont le même module de Young E = 200 x 103 Mpa. 
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Tableau 9.1: Limite éIastique (en 3fP-4)  pour les différents type d'acier utilisés. 

T-vpe d'acier UY 

Coque A-36 230 

Pièces en forme de tube ASTM G40-17 350 

Pièces en forme de L GSA G40-21-44 W 300 

.Min de \-dider a pr ion que les éléments porteurs du véhicule satisfont les normes 

ISO, deux analyses ont été considérées. une portant sur le véhicule de la figure 9.12.a, 

montrant une vue d'ensemble de ce dernier après supression de ses éléments non por- 

teurs et une autre considérant le véhicule forestier avec une plaque de renforcement 

située juste derrière le conducteur (figure 9.l2.b). Les mêmes conditions citées précé- 

demment doivent être respectées dans cette deuxième analyse. 

Pour chaque analyse. le test ROPS est effectué numériquement selon les spécifi- 
cations de la norme ISO: 

Des conditions a u  limites d'encastrement sont appliquées au niveaux des points 

d'attache du châssis: 

Charge latérale appliquée jusqu'au niveau requis suivi d'un déchargement et sau- 

vegarde des résultats '. 
En tenant compte des déformations précédentes, de la plastification induite et 

des contraintes résiduelles internes. application de la charge verticale jusqu'à la 

charge requise par la norme IS08; 

Vérification des critères de performance de la norme ISO 8082. 

Selon les normes. on doit donc essentiellement respecter les deux critères majeurs 

suivants: 

7Cette phase de chargement-déchargement latéral sera identifié dans ce qui suit par le vocable 
Phase 1.  

8Par opposition à la Phase 1 ,  cette phase sera identifiée par le vocable Phase 2 qui désignera 
l'analyse du véhicule sous chargement vertical avec prise en compte des déformations et contraintes 
résiduelles engendrées suite à l'anaiyse prkédente. 



Appficatiom aux constructions métalliques industrielles 216 

(a) Sans plaque de renforcement 

- - 

(b) Avec plaque de renforcement 

Figure 9.12: Véhicule forestier. Conditions aux limites appliquées. 
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1. L a  force latérale minimale à atteindre lors du test doit être égale à: 

où LM = 1070 kg est la masse du véhicule; 

2. L'énergie minimale absorbée lors de l'application de la charge (aire sous la courbe 

charge-déplacement) doit être égale à: 

-34 1-25 

G = 1 3 ~ 0  (-) = 795.56 Joules; 
10000 

3. Après suppression de la charge latérale l'ensemble ROPS/machine doit supporter 

une charge verticale égale à: 

jusqu'à ce que cesse la déformation. 

Les hypothèses sui\antes sont ô, la base de la méthodologie suivie: 

Discrétisation du fond du véhicule et toutes les parties planes à l'aide des éléments 

a 8 nœuds. Les parties 'filaires" de la structure seront discrétisées à l'aide des 

éléments de poutres 3 D à 3 nœuds; 

Petites déformations élastoplastiques avec intégration de la plasticité sur l'épaisseur 

des composantes à l'aide de 8 points de type Lobatto; 

Critère de von Mises avec un comportement élasto-plastique parfait; 

Utilisation de l'algorithme de Newton-Raphson avec pilotage en longueur d'arc 

pour la résolution du problème non linéaire. 

9.2.3 Résultats et conclusions 

Analyse du véhicule sans plaque de renforcement 

La modélisation par éléments finis doit respecter toutes les conditions mentionnées 

a la section 9.2.1 et prendre en compte tous les détails possibles du point de vue 
géométrie a h  de simuler le plus possible le comportement réel du véhicule lors des 

essais. Un maillage total de 1002 éléments (soit 714 éléments de coque et 288 éléments 

de poutre) et 2438 nœuds a été nécessaire pour une modélisation adéquate et réaliste, 
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(a) Sans plaque de renforcement 

(b) Avec plaque de renforcement 

Figure 9.13: Véhicule forestier. Maillage utilisé. 
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ce qui équii?iut a 14628 degrés de liberté. La figure 9.13.a illustre le maillage adopté 

dans cette analyse. qui est rappelons le. une analyse non linéaire élastophstique sans 
écrouissage. 

Nous avons tracé les courbes charge-déplacement (longitudinal: selon X, latéral: 

selon Y, et ve-enical: selon 2) aux points A, B, C, D, E et F du véhicule, pour la 
Phase 1, soit le chargement latéral de la structure tant que le niveau de chargement n'a 

pas atteint la valeur FH = 4.79 k X  et l'énergie absorbée n'a pas dépassé 795.56 Joules 
en déchargement par la suite. Ces points sont identifiés sur la figure 9.12. et les courbes 

relatives aux déplacements de ces points, dans les trois directions, sont montrées sur 

les figures 9.14. 9-15 et 9.16. L'évolution de l'énergie absorbée lors de l'application 

de la charge est représentée sur la figure 9.17 pour chacun des points B, C, Dl E 
de la membrure supérieure de la ROPS. Cette figure est obtenue selon les résultats 

numériques de la figure 9-15. b (aire sous la courbe charge-déplacement) . Selon cette 

courbe et le tableau 9.2. le critère d'énergie est respecté (U 2 795.56 Jmle s )  pour une 

charge latérale égale à FH = 9.53 k X .  Cette charge latérale dépasse largement la valeur 

exigée par la norme (presque le double f i  > 4.79 kN). Nous pouvons a ce moment, 
décharger la structure et procéder à la phase 2. Pour cette phase, nous avons appliqué 

la charge verticale FI- = 21.4 kX en 4 pas de chargement. Nous retrouvons sur les 

figures 9-18, 9.19 et 9.20 les courbes charge-déplacement des différents points suivis lors 

de cette analyse- L a  figure 9.21 illustre par ailleurs les déformées réelles du véhicule 

après chargement jusqu'au nkeau FH = 9.53 kN, déchargement et chargement vertical 

jusqu'à Fv = 21.4 kiY. 

Tableau 9.2: Énergie absorbée (en Joules) pour FH = 9.53 kN.  

Point B Point C Point D Point E 

Analyse du véhicule avec plaque de renforcement 

L'analyse a été reprise avec un nouveau design, considérant une plaque de renforcement 

située juste derrière le conducteur. La modélisation par éléments finis a nécessité un 
maillage total de 1082 éléments (dont 794 éléments de type coque) et 2691 nœuds ont 
été nécessaires pour une modélisation adéquate et réaliste, ce qui équivaut à 16146 de- 

grés de liberté. La figure 9.13.b illustre le maillage adopté dans cette analyse non 

linéaire élastoplastique sans écrouissage. 
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-0.10 -0.05 
Déplacement longirudinal: C-h. (cm) 

(a) Point A 

0-005 0.010 0.01s 0.020 0.025 
Déplacement longitudinal: L'.y (cm) 

(b) Points B, C, D et  E 

0.0 1 1 1 1 

0.00 0-0 1 0.02 0.03 0.04 0.0s 
Déplacement longitudinal: LJ:~ (cm) 

(c) Point F 

Figure 9.14: Véhicule forestier sans plaque de renforcement. Courbes 
déplacement longitudinal des points A, B, C, D, E et F. Phase 1. 

charge- 
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Figure 9.15: Véhicule 
déplacement latéral des 

forestier 
points -4: 

Déplacement tmm-ersd: 0; (cm) 

(c)  Point F 

sans plaque 
B, C, D, E et 

de renforcement. Courbes 
F. Phase 1. 
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(a) Point X 

(b) Points B. C, D et E 

Figure 9.16: 
déplacement 

Déplacement ~ertical: Li (cm) 

(c) Point F 

Véhicule 
vertical des 

forestier sans plaque de 
points A, B, C, D? E et F. 

renforcement. Courbes 
Phase 1. 
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Énergie (Joules)  

Figure 9.17: I'éhicule forestier sans plaque de renforcement. Courbes charge-énergie 
des points B. C. D et E. 

Pour la Phase 1. nous avons tracé les courbes charge-déplacements, selon les 

directions -Y1 Y et 2. pour chacun des points -4. BI C, D' E et F identifiés sur la 
figure 9.12.b. Ces courbes sont présentées sur les figures 9.22, 9.23 et 9.24. L'évolution 
de l'énergie absorbée (points B' C. D. E) au cours de chargement latéral est illustrée 

sur la figure 9.23. qui est obtenue selon les résultats numériques de la figure 9.23.b. 

L'exigence de l'énergie dans ce cas est respectée pour un niveau de charge égale 

à FH = '20.61 kN. Au tableau 9.3. nous retrouvons la valeur de l'énergie atteinte aux 

dinérents points de la membrure supérieure. Mentionnons aussi qu'avec cette valeur 

de FR le critère de force est aussi satisfait (FR > 4-79 kN). La structure est déchargée 

par la suite pour être sollicitée verticalement par la charge Fv = 21.4 kN, appliquée 
en 10 pas de chargement. 

Xous retrouvons sur les figures 9.26. 9.27 et 9.28 les courbes charge-déplacement 

des différents points précités. La figure 9.29 nous montre les déformées réelles du véhi- 

cule après chargement jusqu'au niveau FH = 20.61 kN, déchargement et chargement 
vertical jusqu'à F\p = 21.4 krV. 

Tableau 9.3: Énergie absorbée (en Joules) pour FH = 21.4 kN. 
Point B Point C Point D Point E 
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(b) Points 8, C, D et E 

(c) Point F 

\ .  ............... ....... 8.0 ----- i'o,ii: f. - Li ......--- ........-........... : ...................... 

Figure 9.18: Véhicule forestier sans plaque de renforcement. Courbes charge- 

6.0 
4.0 
20 

déplacement longitudinal des points A, B, C ,  D, E et F. Phase 2. 
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. . . . .  ........................................ 
fi .  ,k-,-) ;;; . . . - A - . .  - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ....................................... j 

-.- 
La, 

(b) Points B. C. D et  E 

DipIacenient r n n s - e d :  L-y (cm) 

(c)  Point F 

Figure 9.19: Iréhicule forestier 
déplacement latéral des points A. 

sans plaque 
B. C. D. E et 

de renforcement. Courbes charge- 
F. Phase 2. 
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Déplacement    ni cal: Cz (cm) 

(a) Point -4 

010 O21 O Z !  013 024 0 2 5  026 027  
Déplacemenr \-mical: Lrz (cm) 

(b) Points B. C, D et E 

(c) Point F 

6.0 
4.0 
zo 

Figure 9.20: lëhicule forestier sans plaque de renforcement. Courbes charge- 
déplacement vertical des points A. B, C. D, E et F. Phase 2. 
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Déplacement iw-tical: uz (cm) 
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(a) Chargement latéral: FR = 9.53 kN. (b) Déchargement: FH = 0- 

(c) Chargement vertical: Fv = 21.4 kN. 

Figure 9.21: Véhicule forestier sans plaque de renforcement Déformées réelles hales. 
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4.M 4.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 
Déplacement IongirudinaI: L,-.v (cm) 

(a) Point ..A 

Déplacement longirudinal: C;.Y (cm) 

(b) Points B, C, D et  E 

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 
Déplacement longitudinal: fi (cm) 

(c) Point F 

Figure 9.22: T-éhicde forestier avec plaque de renforcement. Courbes charge- 
déplacement longitudinal des points A, B, C, D: E et F. Phase 1. 
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. ................................................. . I 16.0 ..-................................. 

...-... .. F,, &.\? fL0 -" ............................................ " 
:-. Et '. 
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1 .O 2.0 
Dëptacement transversal- L;- (cm) 

(a) Point ..A 

(b) Points B. C, D e t  E 

0.0 1 I 1 1 I 
0.0 O 5  1 .O 1 5  2.0 

Déplacement transversal: L'>- (cm) 

(c) Point F 

Figure 9.23: 1-éhicule forestier avec plaque de renforcement. Courbes charge- 
déplacement latéral des points ;\. Br Cr Dy E e t  F. Phase 1. 
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0.0 0.1 0 2  03 0-4 05 0.6 
Eplament  \~nicai: L> (mi 

(a) Point A 

0.0 O- 1 0 1  03 0.4 0.5 
Déplacement wnid: L-2 (cm) 

(b) Points B, C. D et E 

..................................................... .... ............ .............................. 

0.0 1 1 

0.0 O. 1 0 3  0.3 
Déplacement wrtical: L-2 (cmi 

Figure 9.24: Tehicule forestier al-ec plaque de renforcement. Courbes charge- 
déplacement vertical des points A. B. C. D. E et F. Phase 1. 
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0.0 100.0 200.0 300.0 400.0 500.0 600.0 700.0 800.0 900.0 

Énergie (Joules) 

Figure 9.23: \'éhicule forestier avec plaque de renforcement. Courbes charge-énergie 
des points B. C, D et E. 

Conclusion des analyses du ROPS 

Le bilan global des analyses du ROPS du véhicule forestier est positif: 

Une bonne résistance au chargement latéral avec une bonne absorption de l'énergie 

de la part du véhicule; 

Malgré les contraintes et les déformations résiduelles induites par le chargement 

latéral, le véhicule parvient à résister à la charge verticale requise par l'essai; 

Les calculs effectués ont permis d'avoir une bonne idée du comportement du 

1-éhicule lors des essais réels. Remarquons que la présence de la plaque de renforcement 

a permis d'augmenter la résistance du véhicule; néanmoins sa présence n'est pas requise. 

Le véhicule est assez robuste. Par ailleurs, il convient de tenir compte de l'écrouissage 

des matériaux utilisés pour être le plus réaliste possible. 
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Figure 9.26: 
déplacement 
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(b) Points B. C. D et E 

(c) Point F 

Véhicule forestier avec plaque de renforcement. Courbes charge- 
longitudinal des points A. B. C. D. E e t  F. Phase 2. 
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Figure 9.27: Véhicule forestier avec plaque de renforcement. Courbes charge- 
déplacement latéral des points A, B. C. DI E et F. Phase 2. 
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Figure 9.28: Véhicule forestier avec plaque de renforcement. Courbes charge- 
déplacement vertical des points A, B, C, D, E et F. Phase 2. 
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(a) Chargement latéral: FH = 9.53 kN. (b) Déchmgement: FH = 0. 

(c) Chargement vertical: Fv = 21.4 LN. 

Figure 9.29: Véhicule forestier avec plaque de renforcement. Déformées réelles finales. 
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Chapitre 10 

Conclusion 

10.1 Rétrospective et conclusion 

Cn outil d'aide pour l'ingénieur en calcul des structures a été développé et proposé. 

Cet outil souple et efficace. consiste à 

étudier le componement statique non linéaire des structures, prenant en compte 

les grands déplacements. les grandes rotations et les aspects rhéologiques réels; 

simuler le comportement pré et post-flambement de composants structuraux (uti- 
lisés dans les constructions métalliques) tout en tenant compte de leur plastifi- 

cation: 

combiner plusieurs type d'analyse. Par exemple, une analyse élastoplastique sui- 

vie d'une analyse de stabilité qui tient compte de la plastification, des contraintes 

et des déformations résiduelles internes engendrées par l'analyse précédente; 

0 analyser numériquement le comportement des structures métalliques, en considé- 

rant les caractéristiques et imperfections propres aux constructions industrielles; 
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0 simuler un essai de laboratoire et caiculer le comportement non linéaire d'une 

structure réelle jusqu'à la ruine. sur la base de la théorie non linéaire de la 

mécanique des solides à petites déformations élastoplastiques. 

L'outil esx fonde sur une approche éléments finis permettant d'améliorer sensible- 

ment l'analyse non linéaire de la stucture métallique et d'avoir une meilleure compré- 
hension de son comportement global ainsi que du comportement individuel de chacun 

des éléments qui la constitue. Il a été développé en s'inspirant d'une riche recherche 
bibliographique. Les modèles associés simples de par leur formulation, se distinguent 

nettement de ceux proposés par la littérature en terme de facilité de compréhonssion 

et surtout efficacité d'utilisation. 

La stratégie de calcul proposée est dotée essentiellement des ingredients suivants: 

1. des éléments de types poutre et coque très précis, basés sur une formulation en 

grandes déplacements et à grandes rotations (cf. chapitre 6 et 7); 

2. un processus "exact" de mise à jour de ta géométrie (translation et rotation) 

tenant compte de la nature non additive des rotations finies (cf. chapitre 4. 6 et 

3. des techniques de résolution et des critères de convergence accommodant les rota- 

tions ou autres grandeurs présentant des ordres de grandeurs différents (cf. cha- 
pitre s); 

4. une stratégie d'incrémentation efficace permettant l'ajustement automatique du 

paramètre de pilotage imposé (cf. chapitre 5 ) ;  

5. une toi de comportement élastoplastique. basée sur le critère de Von Mise avec 

écrouissage isotrope et intégrée selon un schéma de type prédiction élastique re- 

tour radial. présenam la convergence quadratique (cf. chapitre 3); 

6. un algorithme de calcul de la plastification progressive à travers l'épaisseur d'une 
coque où la section (éventuellement de forme quelconque) d'une poutre (cf. cha- 

pitre 6 et 7): 

7. une procédure de combinaison des analyses et de sauvegarde des calculs pour un 
usage ultérieur: 
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8. des possibilités de changer la base de données d'une analyse à une autre (ajout ou 

suppression des éléments. changement des conditions aux limites, modification 
des paramètres de résolution. etc.). 

Les résultats numériques du chapitre 8, ont montré la fiabilité des éléments propo- 

sés. Ils ont permis d'une part. d'iilustrer la précision et la performance de ces éléments 

et d'autre part. la rigueur et l'efficacité de leur formulation. En plasticité, le choix 

d'une approche -?ocale". a permis (en plus de tenir compte des contraintes résiduelles 

dans l'épaisseur ou la section) d'obtenir des résultats précis, comparés à ceux associés 

à une approche "résultante". 

Les applications pratiques du chapitre 9, ont démontré qu'il est possible d'évaluer 

d'une façon souple. efficace et économique, le comportement non linéaire d'une struc- 

ture réelle. compte tenu des imperfections. 

Par ailleurs. une approche purement algébrique a été adoptée afin de faciliter la 

compréhension de la cinematique des rotations finies et différentielles (cf. chapitre 4). 

Celle-ci est en effet très accessible aux ingénieurs et souple à mettre en œuvre sur 

ordinateur. 

10.2 Recommandations pour de futures extensions 

Cette thèse ne prétend pas être complète pour résoudre tous les problèmes d'analyse de 

structures de type poutres et/ou coques. Pour améliorer davantage le travail présenté 

et augmenter Ie potenriel d'utilisation du programme, nous formulons les recomman- 

dations suimntes: 

0 Pour résoudre les problèmes dynamiques, une analyse fréquentielle ou temporelle 

est souvent utilisée par les ingénieurs en structure. Pour étendre les modèles de 

coque et de poutre proposés, il faudra développer les matrice masses (consistantes 

ou diagonales) nécéssaires et utiliser des schémas d'intégration adaptés pour les 

termes d'inertie relatives a u  rotations. 

0 Explorer la voie d'utilisation des grandes rotations dans un contexte de dyna- 

mique explicite (crash test permettant de simuler la collision de véhicules). 

Il serait égaiement intéréssant de généraliser ces modèles pour l'analyse des struc- 

tures en grandes déformations. 



La formulation proposée de poutre permet une simulation plus réaliste du com- 

portement des structures tridimensionnelles à sections pleines ou fermées, où 

les déformations e t  contraintes asiales dues au gauchissement des sections sont 

négligées. Il faudra dans lsa\-enir inclure Les effets de gauchissement (selon Les hy- 
poteses de type \lasso\- ou Benscoter) afm d'étendre la formulation aux sections 

ou\-enes à parois minces. 

Xous avons suppose qu'en cours de déformation, Ia sectiori transversale de la 

poutre peut subir une expanssion homogène dans son plan (excepté pour le cas 
où les eEets thermiques sont considés) et nous avons introduit pour la quanti- 

fier le facteur de dilatation f que nous avons relié à l'élongation pour maintenir 

l'hypothèse dYncompressibilit é du matériau. Spécialement en grandes déforma- 

tions'. cette façon de faire est très commode et pratique , si on veut mesurer 

l'expanssion de la section transversale de poutre quand elle est tendue ou com- 

primée suite à une mise en forme par exemple. Ce facteur n'est pas à négliger 

dans ie cadre des grandes déformations. En petites déformations cependant, il est 

toujours de l'ordre de 1. Son influence ne s'est pas manifestée dans les analyses 

effectuées dans ce tramil. 

Dans certains problèmes' tel que l'emboutisage, la mise en forme des tôles (sheet 
metal fonning)  et le délaminage des coques composites, l'épaisseur de la coque 

change inévitablement après déformation. Tenir compte de la variation de l'épaisseur 

peut ètre d'une très grande utilité. 

Généraliser les formulations coques proposées aux cas 3 0  avec des degrés de 

liberté de translations. 

'Tl est à noter que la plupan des matériaux usuels sont incompressibles en grandes déformations. 
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Annexe A 

Critère de von Mises 

A S  Critère de von Mises et loi d'écoulement associée 

Comme nous l'avions annoncé dans la sous-section (3.3.l), l'écrouissage isotrope se 
traduit. mathématiquement. par la relation suivante: 

où f ( r )  est le potentiel de contrainte et T est la limite élastique courante dont la 

dépendance par rapport à la déformation plastique équivalente PL est déterminée ex- 

périmentalement à partir de la courbe contrainte-déformation universelle 7 = h(@) . 

Si l'hypothèse de l'indépendance de l'écrouissage plastique face à une contrainte 
hydrostatique est adoptée. les déformations plastiques surviendront à volume constant: 

La déformation plastique équivalente 9' se réduira à b' tel que 
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Quant au potentiel de contraintes f ,  il sera indépendant du tenseur sphérique des 

contraintes de sorte que l'équation (AI) prendra l'expression suivante: 

dans laquelle t1 est le tenseur déviatorique des contraintes: 

En considérant I'hypothèse de l'indépendance de l'écrouissage plastique face à une 

contrainte hydrostatique et en supposant que le matériau est; isotrope, on peut sim- 

plifier dalantage la foncrion d'écoulement F en introduisant les invariants du tenseur 

dé~latorique. On aura dans ce cas: 

F G f (Ji, Jj) - r (b l )  = O 

avec 
1 
1 1 Ji  = - ri : r et Ji = det ( r f )  
2 

Ji étant nul ( J i  = trace(rl)). 

La condition d'écoulement de von Mises est un cas particulier de l'équation (A.3), 
dans laquelle nous supposons que f est indépendante de Ji 

La version de von Jlises de I'équation (4 .3)  est alors 

pour cette fonction 

ce qui permet de déduire la loi d'écoulement plastique suivante: 

avec n comme direction de l'écoulement plastique. 



En effet. nous avons 

qui se réduit à 

d'où 
$1 - $1 = (il2 n : n 

ce qui s'écrit aussi d'après (-1.2) et (-1.6) 

donc 

A.2 Évaluation des termes de la matrice élastoplastique 

Les termes de la matrice C. définissant le moduie tangent élastoplastique, pour le cas 
des contraintes planes (coques) ou le cas des poutres tridimensionnelles, peuvent être 

facilement obtenus en utilisant la relation (3.23), qui se traduit sous la forme: 

1. pour le cas des contraintes plane: 
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avec 

aêll aê, =a€, , ,  aê,, =-(aE1,+a&,) 

Ce qui nous donneL: 

Q + [-R ri2& + R T ~ ~ T & ]  l k 2 2  + [- - R ri2ri2] 3 ~ 1 ~  2 
Nous pouvons mainten- à l'aide des relations: 

= 2 &-il + %;,, a~~~ = 2 2 ~ 4 ,  + a ~ ; ,  et ar12 = a ~ ; ,  
calculer E I T * ~ ,  et établir aisément que: 

LSignalons que les composantes du tenseur unité de quatriéme ordre sont toutes nulies, sauf: 

91111 = 91222 = 9 3 3 3 3  = 31212  = 32121 = 31313 = $ 3 ~ 3 1  = 33232 = 32323 = 1 



Critère de von ,\lises 265 

2. Pour le cas des poutres tridimensionnelles, nous avons exigé que la pression hy- 
drostatiqce équivaiente p soit égale à: 

de façon à respecter la condition: 

Les composantes directes <,, 7& et r.&, du tenseur déviatorique des contraintes 

s', sont alors égales à: 

Par ailleurs. suivant l'équation (Ai) : 

= [Q - R T ~ ~ T : ~ ]  aêI1 - [R ~ i ~ < ~ ]  aê2, - [R ri17i3] 8ê33 

- [ZR Ï[,&] aêI2 - [2 R T ; ~ T ~ , ]  8êI3  

Avec ces résultats et à l'aide des relations: 

1 
aêIl  =a€, , ,  aê,, =aê,, = --a&,, 

2 

nous pouvons facilement écrire: 
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Annexe B 

Section transversale de la poutre 

B.1 Caractéristiques de section transversale 

En un point p de la ligne de référence. nous avons défini un repère orthonormé [T, NI, N2] 
dont les vecteurs unitaires sont choisis tel que. NI et Nq soient dans le plan de la sec- 

tion transversale -4 et T normale a ce plan. La section -4 étant rapportée aux axes pS1 

et pS2 (figure BA). les moments statiques QI. Q2 et les moments d'inertie Il et 1 2  de 

-4. par rapport aux axes et pS' respectirement, sont donnés par les formules: 

Quant au produit 

p), ils sont définis 

d'inertie 112 et le moment d'inertie polaire 

par: 

1, (par rapport au point 

S' et 9 désignant les coordonnées du point q de -4: centre de l'élément d A ,  dans la 

base [T, NI, N2] (figure B. 1). 



Section transversale de la poutre 267 

Figure B. 1: Section transversaie d'une poutre tridimensionnelle. 

Si G désigne le centre de gravité de la section droite A et GSh, GS& les axes 

principaux d'inertie issus de G. on a les formules suivantes pour ce changement de 

repère [Lar88] : 

Q,=s$A, Q 2 = S b A  

Il = q cos2 a + sin2 a + (s:)~ A, I2 = cos2 a + sin2 CY + (Sk)2 A 

où SA et S& sont les coordonnées du centre de gravité G par rapport aux axes pS1 et 

p s 2 .  

B.2 Intégration sur la section transversale de la loi élastoplas- 
tique 

L'application de la méthode de plastifkation progressive à la théorie des poutres tridi- 

mensionnelles nécessite l'intégration des quantités résultant es (efforts et module tan- 

gent) sur la section transversale. 

sous la forme: 

font intervenir la position x = 
changement de variables 

Ces quantités résultantes, qui s'expriment en général 

[S', S2IT du point q de la section transversale. Le 

permet de passer de l'intégration de la fonction F sur la surface réelle A à une inté- 

gration plus simple sur la surface de référence AC. À cette fin, nous choisissons un 
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Figure Élément 

- 
NL- 

(a) Élément réel 

4 (-1. -1) 3 (17 1) ri- 
(b) Élément de référence 

quadrilatère à 4 nœuds dans repère 

élément quadrilatère à 4 nœuds (figure B.2), défini par la transformation géométrique: 

avec 

et x (i = 1' . . . , 4) les vecteurs positions, relativement à la base [NI, NÎ] des sommets 
du quadrilatère. La position de ces nœuds est déduite directement de celle des nœuds 
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du segment droit .Il3 (figure B.3), défini par l'utilisateurL 

et  

avec 

comme vecteur unitaire perpendiculaire au segment AB et 

comme dimensions du segment (épaisseur et longueur). La transformation de l'intégrale (B.1) 

Figure B -3: Section rectangulaire. 

sur la surface s'écrit ainsi: 

Cette intégrale est ensuite évaluer numériquement sous la forme: 

'Eh fait, l'utilisateur définit l'épaisseur h du segment et les coordonnées de ses extrémités par 
rapport à la base locale [NI, N3]. L'orientation de cette dernière dans l'espace est aussi kt2 par 
l'utiliçateur qui doit spécifier l'orientation du vecteur NI par rapport au système cartésien global 
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moyennant le schéma dïntégration de Lobatto. + ! P I  est le nombre total de points 

d'intégration: (Cn. qn) les coordonnées paramétriques du point n; zu, le poids pour ie 
point n et F(Cn, q,,) la d e u r  numérique de 3 a u  point n. 

Dans le cas général d'une section en L7 ou en L, etc.: l'intégration est effectuée sur 

chaque surface élémenraire faisant partie de la surface totale (figure B.4). L'utilisateur 

définit la section en spécifiant une série de segments droits ainsi que l'épaisseur de 

chaque segment: ces segments permettent de définir les surfaces élémentaires sur les- 

quelles doit être effectuée l'intégration. 

Figure B-4: Section générale. 




