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RESUME

La méthode des éléments finis et la technique de Newton-Raphson,

sont d'abord utilisées pour résoudre les équations de Navier-Stokes et

obtenir le champ de vitesse d'un écoulement d'air autour d'un cylindre,

pour des nombres de Reynolds variant de 0.1 à 10.0.

La méthode des éléments finis et la technique de Newton-Raphson

sont ensuite utilisées pour résoudre les équations d'un bilan de forces

sur une particule dans un écoulement d'air autour d'un cylindre. Les vi-

tesses de l'air sont utilisées comme conditions initiales.

La captation des particules, ayant un rayon de 0.1 à 5 ym, par

un cylindre est ensuite calculée à partir de leur vitesse en utilisant

la méthode des fibres isolées développée par Langrauir.

Les résultats sont comparés avec ceux retrouvés dans la litté-

rature.
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CHAPITRE I

INTRODUCTION

1.1 Généralités

Les depoussiereurs sont des appareils dans lesquels s'opère

une séparation des particules solides ou liquides des gaz porteurs. Ils

sont généralement utilisés pour le traitement des fumées industrielles

constituées par des suspensions à forte concentration de poussières.

Les séparateurs à couches filtrantes sont des depoussiereurs

dans lesquels les gaz chargés de poussières traversent une couche de ma-

tière solide et sèche, les poussières étant retenues par cette dernière.

Cette couche peut être constituée par:

- des corps en vrac (.copeaux de métal, de bois, graviers, an-

neaux de Raschig, etc.)

- des fibres en vrac

- des papiers filtrants

- des fibres ayant reçu un traitement préalable leur conférant

la structure d'un feutre ou d'un tissu.

La capture des poussières, sur les séparateurs à tissu ou à

feutre filtrant désignés sous le nom de filtres, se fait par dépôt et

fixation sur la surface des fibres textiles.



Les principaux mécanismes qui interviennent dans la rétention

des poussières sur la surface des fibres sont: l'impact (ou inertie),

la diffusion (ou mouvement brownien), les forces d'adhésion, les forces

gravitationnelles et les forces électrostatiques.

1.2 Revue bibliographique

Raviart (1981) et Thomasset (1981) font état des travaux de

recherches visant à solutionner les problèmes d'écoulement visqueux, dé-

crits par les équations de Navier-Stokes pour la solution des vitesses

de l'air, â l'aide de la méthode des éléments finis.

Davies (1973) retrace l'historique des premiers modèles semi-

empiriques et théoriques cherchant à prédire l'efficacité de captation

par impact des filtres textiles.

Au cours des dernières décennies, on a utilisé deux approches

différentes pour la conception de modèles. La première approche consi-

dère le filtre comme un milieu poreux (GUIN, 1972, PIEKAAR, 1967) où

les pores sont intereliëes et distribuées de façon aléatoire dans la phase

solide. Cette approche n'est pas utilisable pour des matériaux très po-

reux. La seconde approche cherche à établir le profil de vitesse de

l'écoulement du gaz ou de l'air autour des fibres. L'efficacité de cap-

tation est ensuite calculée en utilisant la méthode des fibres isolées

développée par Langmuir (1942, 1944-1945). Dans cette méthode, l'effi-

cacité de captation est calculée en utilisant le profil de vitesse au-



tour d'une fibre perpendiculaire à la direction de l'écoulement.

Davies et Peetz (1956) ont calculé la trajectoire des parti-

cules pour un écoulement perpendiculaire à une fibre isolée, pour un écou-

lement potentiel, un écoulement de transition et un écoulement visqueux

à des nombres Reynolds peu élevés.

Harrop et Stenhouse (1969) ont calculé la trajectoire des par-

ticules, en utilisant le modèle cellulaire de Happel (1959) pour le pro-

fil de vitesse autour d'un cylindre.

Choudhary et Gentry (1977) ont considéré l'effet des fibres

avoisinantes. Leur modèle calcule le champ de vitesse entre deux cylin-

dres parallèles au moyen d'un écoulement potentiel.

1.3 But et méthode de cette étude

Cette étude a pour but de développer un modèle mathématique

capable de prévoir l'efficacité de captation par impact de particules

sphëriques par des fibres cylindriques.

Elle compte trois étapes.

La première étape détermine le profil de vitesse d'un écoule-

ment d'air autour d'un cylindre. L'écoulement est représenté mathémati-

quement par l'équation de Navier-Stokes en variables primaires. La mé-

thode des éléments finis, utilisant une pondération de type Galerkine,

permet de discrétiser les équations aux dérivées partielles corresDondant



a l'équation de Navier-Stokes.

La technique de Newton-Raphson est utilisée pour résoudre les

équations non-linéaires qui en résultent.

La seconde étape détermine le profil de vitesse des particules

de poussière dans un écoulement d'air autour d'un cylindre. Les équa-

tions mathématiques, obtenues par un bilan de forces sur une particule

de poussière, sont résolues en utilisant encore une fois la méthode des

éléments finis et la technique de Newton-Raphson.

La troisième étape calcule l'efficacité de captation des pous-

sières par les fibres en utilisant la méthode des fibres isolées déve-

loppée par Langmuir (cité dans Davies, 1973).



CHAPITRE 2

THEORIE

2.1 Ecoulement de l'air autour d'un cylindre

En associant l'air à un fluide visqueux incompressible, on

peut utiliser les équations de Navier-Stokes pour décrire mathématique-

ment l'écoulement de l'air.

Les équations de Navier-Stokes peuvent s'écrire sous trois

formes: soit en variables primaires (u, v, p ) , soit en fonction de cou

rant-vorticité (I|J, w ) , soit en fonction de courant (</>). Bourque et al.

(1980) présentent une revue bibliographique de ces trois formulations.

Dans ce chapitre, on utilise la formulation en variables pri-

mitives (u, v, p) pour résoudre les équations de Navier-Stokes. Cette

formulation permet d'opérer directement avec les grandeurs physiques.

2.1.1 Les £quaj^ions deNavie£-Stokes

Sous forme vectorielle, l'équation de mouvement d'un fluide

newtonien isotherme, à densité et viscosité constantes, est donnée par:

P � = v.p + y_v2va + p g (2.1)
a D a a a



et l'équation de continuité

V.v = 0 (2.2)
a

En se référant à un système d'axes cartésiens à deux dimensions

(x, y ) , on peut réécrire les équations (2.1) et (2.2) en coordonnées rec-

tangulaires:

/3u 3u 3u . -3p 32u 32u
p (S. + u _ S . + v �EL) = � + y ( S. + _ * ) + p g

a V 3T a 9 x a 8y ' 3x a V 3 x 2 9 y 2 y

(2.3)

, 9v 9v 9v i -3p 82v 32v
p � + u � - + v �^= � + y ( + -)+ pg

a l 3x a 3x V 3y " 3x2 3y2 / ëy

3u 3v
�5- + �2- = 0 (2.4)
3x 3y

Considérant la faible valeur de la densité de l'air d.2 kg/m3

à 20°C) on peut négliger le terme de gravité.

En régime permanent, les équations (2.3) deviennent:

pa

pa

V a

(«
\ a

3u

3x

3v

3x

3v .

V " " 1
a 9y

3 va \

a 3y

-3p

3x

-3p

3y

. 32u
( a

' a V 3x2

/ 8 2 v a
P a ^ 3x2

32u

3y2

(2.5)

32va

3y2 '



2.1.2 Analesjt

Ayant choisiu , p et L comme grandeurs de référence, on défi-

nit les variables adimensionnelles en fonction de ces quantités de réfé-

rence :

X

X = �
2L

Ya

Ua

Va

P

2L

u_ a

uo

V

_ a
uo

P-Po

P u2

a o

(2.6)

On définit aussi un nombre de Reynolds pour un écoulement d'air

autour d'un cylindre:

2Lu p
R e = P_a

a



On peut alors reformuler les équations (2.4) et (2.5) en fonc-

tion de ces nouvelles valeurs adimensionnelles, comme suit:

au
IT a

u
aax

9V
ÎT a

U
aax

+ V
a

+ V �
a

au
a

aY

av
a

aY

-3P

3X

-ap
j

aY

1

Re
a

t
i

Rea

, 32U
( a 1

3X2

32Va

3X2

32U
a

3Y2

a2va

3Y2

(2.8)

au av
�Ë. + _ â = o (2.9)
9X 9Y

2.2.1 E_quat̂ ion_dê  mouyement_ p_oiur_un_e_p a.r_t̂ î ul_e_d£n̂  un

Les forces de gravité et les forces de traînée (forces de frot-

tement que l'air exerce sur la particule) contrôlent le mouvement d'une

particule dans un écoulement d'air.

La grandeur de force de gravité est donnée par:

Fg = | Tra3ppg (2.10)

et celle de la force de traînée par:

I V %!2 <2-u>



La force de traînée dépend de la vitesse relative de l'air et

de la particule.

On définit le nombre de Reynolds pour une particule dans un

écoulement d'air, par:

Re
2ap v - v

a a p
(2.12)

En regroupant les équations (2.11) et (2.12) on obtient:

C.Re
d t v - v I1 a p1 (2.13)

En utilisant les définitions des équations (2.10) et (2.13) et

en faisant un équilibre des forces sur la particule, on obtient:

Dv
4 3
� ira-3

7Ta°p g +
C,Re

d t
irau

Dx
V - V

a p

(2.14)

2.2.2 Analese_

On choisit u ,p ,L comme grandeurs de référence. On définit
o o

les vitesses adimensionnelles, se rattachant à la particule, en fonction

de ces grandeurs de référence :
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u
U = -JE.

P u
o

(2.15)

v
V

p
o

Les autres variables sont définies aux équations (2.6)

L'équation (2.14) peut aussi s'écrire, sans dimension:

9u

) U

L

DV

Dt

2a2p

9y

g

u
o

C Re

24 P

On définit deux nouveaux paramètres, K, le paramètre d'inertie,

ou nombre de Stokes, et N,, , le paramètre qui indique l'importance re-

lative des forces de frottement et de gravité:

2a2P u
K =

9yL

9yu

Nd/g = � � ( 2'1 8 )

En substituant les équations (2.17) et (2.18) dans l'équation

(2.16), on obtient:
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K DV -j C,Re (V - V )
= � + -ij-E. a P (2.19)

où j est le vecteur unitaire dans la direction verticale.

2.3 Coefficient de traînée d'une particule dans un écoulement d'air

Lorsque le nombre de Reynolds est petit, l'expression de Stokes

pour le frottement d'une sphère en milieu visqueux s'applique:

C Re
-2�P = 1.0 (2.20)

24

Lorsque le nombre de Reynolds s'accroît, cette équation perd

de sa précision.

En supposant que la loi de Stokes s'applique au frottement des

C d R e

particules dans l'air ( = 1 ) , l'importance relative des termes appa-

raissant dans l'équation (2.19) est donnée directement par N , .

La figure 1 donne les valeurs de N . pour différentes vitesses

de l'air et différents rayons de particules.

La force de frottement pour des particules de rayon compris entre

0.1 ym et 5 ym est toujours supérieure à la force de gravité. De plus, lors-

C d R e

que le nombre de Reynolds des particules augmente, le coefficient -
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augmente, ce qui accroît encore l'importance relative du frottement par

rapport à la gravité.

On peut donc négliger la gravité et l'équation (2.19) devient

alors :

K DV C.Re (V - V )

�B. = -J� « P (2.21)
Dt 24

Pour des nombres de Reynolds plus élevés, Langmuir et Blodgett

(1946) ont développé une formule empirique permettant d'approximer les

résultats empiriques rapportés par Goldstein (cité dans McComber, 1933):

C Re
� � = 1 + 0.197 Re0-6 3 + 2.6 x ÎO"4 Re1-3 8 (2.22)

24

Plus récemment, Beard et Pruppacher (1969) ont formulé d'autres

expressions pour le frottement de l'air sur les particules.

C Re
� � = 1 + 0.188 Re °-632 21 < Re < 200

24

C Re
� � = 1 + 0.155 Re0-802 2 < Re < 21 (2.23)

24

C Rp

- A _ = 1 + 0.902 Re"."5 0.2 < Re < 2
24
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Figure 1. Paramètre indiquant l'importance relative des
forces de frottement et de gravité en fonction
des différentes vitesses de l'air et de diffé-
rents rayons de particules. Les valeurs cîe

sont calculées à partir de l'équation (2.13)
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On utilise pour la solution numérique, les expressions formulées

par Beard et Pruppacher (1969) puisque les nombres de Reynolds considérés

sont inférieurs à 200.



CHAPITRE .3

RESOLUTION DES EQUATIONS

On a, au chapitre précédent, décrit les équations du système

physique:

- écoulement de l'air autour d'un cylindre (équation de Navier-

Stokes)

- mouvement d'une particule dans un écoulement d'air.

On a obtenu des équations aux dérivées partielles qu'il faut main-

tenant résoudre. Pour résoudre, on utilisera d'abord la méthode des

résidus pondérés, qui permet, avec l'aide de fonctions de pondération,

de passer d'un système d'équations aux dérivées partielles à une formula-

tion intégrale.

Un ensemble de formulations intégrales est possible, selon le

choix que l'on fait des fonctions de pondération. On utilise ici une

formulation de type Galerkine.

La méthode des éléments finis discrétise une formulation inté-

grale pour conduire à un système d'équations algébriques qui fournit une

solution approchée au problème.
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3.1 Champ de vitesse d'un écoulement d'air

On solutionne le champ des vitesses V (X, Y ) , pour un régime

permanent, en considérant un système de référence fixe dans l'espace

(coordonnées d'Euler) à deux dimensions.

On a à résoudre les équations de quantité de mouvement:

u au
a a

3X

u av
a a

3X

4_

,1.

V 3U

v av
a a

3Y

- ap
. _ .. , 1

ax

- 3P

3Y

1
1

Re
a

1

Re

/

f

a2u
a 1

3X2

32V
a j

ax2

32U
1 J

aY2

a2v
a

3Y2

(3.1)

et de continuité:

au av
_ a + __a = o (3.2)

ax aY

3.2 Champ de vitesse des particules

On solutionne le champ de vitesse V (X, Y ) , des particules
P

dans un écoulement d'air, pour un régime permanent, en considérant un

système de référence fixe dans l'espace (coordonnées d'Euler) à deux

dimensions.

En reprenant l'équation du mouvement (2.19) et en supposant

que la forme du cylindre est fixe pour la durée de l'intégration, on



peut reformuler cette équation de la façon suivante:
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3V
+ V

3t
VV ) - V )

P24
(3.3)

En régime permanent, l'équation (3.3) devient:

V . VV
p p

C, Re
-i-JB. (v - V )

24K a P

(3.4)

et en deux dimensions:

3U 3U
U �P- + V �P-

3X 3Y

3V 3V
-P- + y �I
3X 3Y

C R e
d T

24K

C R e
d T

24K

(U - U )
a p

<v
a - y

(3.5)

Dans ces équations, le nombre de Reynolds, défini en terme de

la vitesse relative des particules est donné par:

Re = Re [(U - U ) 2 + (V - V )211/2

p o a p a p
(3.6)

où Re est un nombre de Reynolds dereference défini par:
o

Re
2ap u

a o

y

(3.7)

Au lieu d'utiliser le nombre de Reynolds dereference, on peut

utiliser le paramètre cf> :
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Re2 18p 2Lu
�2- = � - * � * (3.8)

K yp

Ce paramètre a l'avantage d'être indépendant du rayon des par-

ticules.

On a donc à résoudre les équations (3.5), (3.6) et (3.8) en uti-
C d R e

lisant les équations (2.23) exprimant la relation mathématique de �, en

fonction de Re et des vitesses de l'air obtenues de la solution de

l'écoulement de l'air.

3.3 Solution par la méthode des éléments finis

3.3.1 Champ_ de_vit es_se_de_ JL ' ai_r_

Le domaine adimensionnel de solution est divisé en vingt-quatre

éléments. La figure 2 décrit le domaine de solution entre les lignes de

symmétrie. On utilise des éléments isoparamétriques rectangulaires â huit

noeuds pour l'interpolation des fonctions.

On retrouve à la figure 3, les fonctions d'interpolation des

vitesses V. (Ç, n ) , données en fonction des variables Ç et n de l'élé-

ment de référence choisi (quadrilatère à 8 noeuds). Ces fonctions sont

des fonctions quadratiques, alors que les fonctions d'interpolation des

pressions N., (Ç, n) sont linéaires,
ib

Les fonctions linéaires N., (£, n) sont données en fonction des
ib

variables Ç et n d'un élément de référence quadrilatère présenté à la fi-

gure 4.



X

Figure 2. Ecoulement de l'air autour d'un cylindre: domaine de solution.
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y
7

a

V'
s

2

5

4

3

FONCTIONS D'INTERPOLATION

Ni ( £ , n )

AT f F n ^

N3 (Cn)

Ni+ ( ç , n )

N5 ( ç , n )

N7 ( ç , n )

Ng ( Ç , n )

-(l-ç)

_ (i-ç2)

-U+Ç)

(1+5)

-d+ç)

_ (l-C2)

_ -d-o

_ d-ç)

(l-n)
4

(l-n)
2
(l-n)

4
(l-n2)
2
(1+n)

4
(l-n)

2
(1+n)

4
(l-n2)
2

(1+ç+n)

(1-ç+n)

(1-ç-n)

(1+ç-n)

Figure 3. Elément de référence et fonctions d'interpolation
d'un auadrilatère à huit noeuds.
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y 4

1

V
i

3

2

FONCTIONS D'INTERPOLATION

Ni (Ç,n) =

N 2 (5,n) =

(ç,n) =

(1 - ç) (1 - n)

(1 + ç) Cl - n)

(1 + ç) (1 + n)

(1 - ç) (1 + n)

Figure 4. Elément de référence et fonctions d'interpolation
d'un quadrilatère à quatre noeuds.
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L'utilisation du Jacobien [J] permet de passer de l'élément

réel à l'élément de référence.

On obtient donc:

U = < N. (Ç, n) > {U }
a xv an

N.V a, (3.9)

Nib (Ç' { P
n

Dans ces équations, {U }, {V } etc., représentent les vec-
an an

teurs des valeurs des vitesses de l'air aux noeuds et {P } les valeurs
n

des pressions aux noeuds.

On formule les équations élémentaires en utilisant la méthode

de Galerkine, c'est-à-dire, en utilisant un résidu pondéré à l'aide des

fonctions d'interpolation . On pondère les équations de quantité de

mouvement par les fonctions < N. > et celle de continuité par < N., >:v îv xb

N.
3N.

xv
l3X

3N.

v {U

1 /32N.
[

an Re

N. {P >

2 v

9N.

3X

n

3N.

dXdY = 0

{ v

3N
N.

j
ib

�3Y

3Y

{P }

an Re

n
dXdY = 0

\ 3X2

32N.

3X"

3N
iv) {U IdXdY +

32N.

3Y2 an

(3.10)



23

N.
3N. /3N. \ ]

{U } + ( � � ) {V } dXdY = 0
an \ ay / an J

La relation

9Ni

3X

9Ni

9Y
\_

il
95

9X

3n

-1

V.

9Ni

9Ç

9Ni

3n

\

J

(3.11)

permet de faire le changement des coordonnées cartésiennes en coordon-

nées de référence. On peut également faire l'intégration sur l'élément

de référence en changeant les variables de l'intégration par

dXdY = det [J] d Ç d n (3.12)

En terme des variables (Ç, n) de l'élément de référence, les

équations (3.10) deviennent

N.J 3

9N.
IV

3X

9N. \ 1 /9N. 9N. 9N. 3N.
"IVl ,- �» / T V I V T V I V 1

+ V � {U } { ^ � + ^
a �� / an9Y

{U } det [J] d Ç d n +
an

i 9N. 9N.

i a 9 X a 9 Y / an

Re

N.
i

9X 9Y 9Y

9N
ib {P } det [Jl dÇdn = 0

n
(3.13.1)

1 /3N 9N. 3N. 3N. �
/ -jv lv jv iv

Re \3X 3X
a 3Y 3Y

{V }
an

det [J] d Ç d n +
9N

ib

Jv 9Y
{P } det [J] dÇdn = 0

n

(3.13.2)
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Njb

3N.

L3X

3N.

3Y
d e t [ J ] d ç d n = 0 (3.13.3)

Sous forme matricielle, les équations 3.13 deviennent

\I . n II
a.. I 0 | a..

i _ 1 __

0 ' a
1 I

I
a.

IV

où les sous-matrices:

I

uan

an

an

.II

ij

3N.
N. U

3N.

3Y

3X

3N. v-|�1
3Y /J

3N. \
V 1 V

" a 3Y )

detCjld

|
1

d

1 |
!

Rea

n

f m\
^3X

3N.iv

3X

TT ff 9Nih
a7- = N � � d e t CJ] d Ç d nij J J

(3.14)

3N.,
îb

3Y
det [J] d Ç d n (3.15)

IV N.
3N.

3X
det [J] d Ç d n

3N.
= 1 IN.. � ^ det [J] d Ç d nV 3Y
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on a:

Dans ce cas, les termes de pression n'ont pas été intégrés,

I
r.

f N.
N. X ds = - ^ (VU . n) ds

IV
(3.16)

Re

II *
r. = N Y ds =

1 IV
J Re

(VV . n) ds
a

Les deux équations (3.16) proviennent de l'intégration par par-

tie des termes impliquant la dérivée deuxième des vitesses. On peut utili-

ser la méthode de substitution pour trouver une solution approchée au sys-

tème non linéaire (3.14).

La méthode de substitution consiste â changer, a chaque itération,

les valeurs de U , V et P par
3. ci

f m+1 \
Uai

m+1
Vai

^ Jn+l

m

u .
ai

m
V .

ai

P."

AU
ai

ai

^ Ap >
i

(3.17)

où les changements de variables s'évaluent en trouvant d'abord le vecteur

résidu {r}m
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I

0

aiy ,

0

i

V i
a . . i

! ii
a

I I I

0 ,

un

ax

a i

P n

(3.18)

Si la méthode de substitution était uniquement utilisée , on

substituerait à chaque itération et:

0

_ _ - _,
IV

ai-i

o

I
a. .

� � �

V
a i i

II
a. .

i.

I l l
a. .

0

AU
f Im

r
x

AV } = J r:111 l (3.19)

AP

Cependant, pour accélérer la convergence, on utilise la métho-

de de Newton-Raphson. On doit alors additionner aux termes non-linéaires

de la matrice des coefficients de l'équation (3.19) des termes qui pro-

viennent des dérivées de ceux-ci.

I

0

IV
a. .

! o

i
1 ai

! l j

< V
i a. .

I I

» 0 .

+

I
3a. .

U � i 1

a9U
_ _ a

9 a . .

Vaau
a

0

i

1
1
I

t

i

~ T
I
1

u
i

V
c

I
9a. .

alT.
hf~ �

i
o �

0

0

o J

(
AU

'� AV

I AP



27

Im

Tim
r i

(3.20)

En faisant l'addition des deux matrices on peut réécrire l'é-

quation (3.20)

p

IV
aJ i

aIj

q
a. .

13

V
a. .

I I

I I I

0

(3.21)

ou:

a1. +
13

m
a. .

13

3N

j
iv

det [J] 9 Ç 3 n

U ( N.
a \ 31

3N
ivN. � � jdet CJ] 3 Ç 3 n

^V 3Y

a1. +
13 VJN.

3Y
det [J] 3 Ç 3 n

(3.22)

Les équations (3.22) sont utilisées pour les itérations succes-

sives de la solution numérique.



28

3.3.2 Champ_

Pour résoudre les équations de mouvement des particules dans

un écoulement d'air, le domaine adimensionnel de solution est divisé en

vingt-quatre éléments, tel que décrits à la figure 5. On utilise des

éléments isoparamétriques triangulaires à six noeuds pour l'interpola-

tion des fonctions.

On retrouve à la figure 6, les fonctions d'interpolation des

vitesses N. (Ç, n) données en fonction des variables (Ç et n) de l'élé-

ment de référence choisi.

Comme précédemment, on utilise le Jacobien [J] pour passer

de l'élément réel à l'élément de référence.

Les vitesses des particules sont données par

up = < N . (Çf n) >{upn}

(3.23)

vp = < N. (s, n) > {vpn}



Figure 5. Mouvement d'une particule dans un écoulement d'air: domaine de solution.
X M
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Ni

N2

N3

N,

N5

N6

(Ç

(S

,n)

,n)

» i )

» n)

» n)

,n)

- l

= 45

= 4

= n

= 4n

- 3(Ç

C l -

(2Ç -

ç n

(2n -

(1 -

+ n]

ç -

1)

1)

ç -

) 4

n)

n)

Figure 6. Elément de référence et fonctions d'interpolation
d'un triangle â six noeuds.
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où {U } et {V } représentent les valeurs des vitesses aux noeuds,
pn pn

Les équations élémentaires sont ensuite formulées en utilisant

la méthode de Galerkine, c'est-à-dire en utilisant un résidu pondéré à

l'aide des fonctions d'interpolation N..

Suivant l'axe des X, on a:

N. KU
3 \\ P

3N 3N
+ KV �-){U }

P 3Y / Pn

C.Re
d

24
N; {U } - U I 3X3Y = 0r pn a/ J

(3.24)

Cette équation peut aussi s'écrire

3N
N. (KU

3N C Re
- + KV � - + � � N. ] dXdY {U }

3X 3Y 24 Pn

C Re
N . � � U dXdY

1 24 a

(3.25)

On peut faire l'intégration sur l'élément de référence en uti-

lisant les changements de variables utilisées précédemment.

En terme des variables (Ç, n) de l'élément de référence, l'é-

quation (3.25) devient:

N.
3N.

KU + KV
3X

3N. C,Re
i. + _d

3Y 24
N, det [J] dÇdn {U } -

pn

C Re
N. � � U det [J] dÇdn

1 a24

(3.26)
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De la même façon, suivant l'axe des Y, on obtient

[ 8N. 9N. C Re ]
N. KU � - + KV � - + � � N. det [Jl dÇdn {U }
J L P SX P 9Y 94 X Pn

C,Re
N. V det [J] dÇdn

1 24 a
(3.27)

Sous forme matricielle, les équations (3.26) et (3.27) de-

viennent :

i 0 U
pn

V
pn

>. 4

II
(3.28)

ou:

N. KU � - + KV
3 P av P

3N. C,Re 1

� + � si
3Y 24 J

II N. KU
J P

det [J] dÇdn (3.29)

9N. 9N. C Re ">
� - + KV � - + � � N . det [J] dÇdn (3.30)
9X P 9Y 24 X J

C Re
N. � � U det [J] dÇdn

1 24 a
(3.31)

C.Re

24
V det [J]

a (3.32)

Les sous-matrices a ., et a ,. , c . , �
±2 ij étant fonction de U et V ,

P P
l'équation (3.21) est non-linéaire.

On peut utiliser la méthode de substitution pour trouver une

solution approchée au système non linéaire (3.28).
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La méthode de substitution, consiste à changer, à chaque

itération, les valeurs de U et V par:
P P

u
m+1 U .

Pi
m+1

V .
Pi

m+1
V

m+1

Pi

AU

AV

(3.33)

Les vecteurs AV et AU sont obtenus en trouvant d'abord le
P P

vecteur résidu:

m
R.

i

II

U

m

(3.34)

et en solutionnant, le système d'équation (3.27), où le vecteur R. de-

vient le vecteur sollicitation, et V les déplacements à trouver:

a1. ! 0

r

AU

AV .
Pi

:R.
: 1

(3.35)

Comme précédemment, pour améliorer la convergence, on utilise

la méthode de Newton-Raphson.
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I
a

i j

0

0

I I

U
P

V
P

3 a .
ij

au
p

9U
P

U
P

V
p

9aV

9V
P

I I

9V
P

AU .
Pi

AV .
Pi

(3.36)

C Re
Le terme que l'on retrouve dans les équations (3.26) et

24
(3.27) varie peu en fonction de U et V . On peut approcher le terme en

P P
le considérant comme constant, lorsque l'on prend la dérivée.

On peut réécrire l'équation (3.36)

l

n

a. .
m AU

AV
Pi .

(3.37)

ou:

I I
a.. = a.. +

9N
N. N. K � - U det [J]

J X 9X P

n
a. . =

ij

3N
N. N. K U, det [J]

3 i ,v
 k

9N
N. N. K � - V, det [J]

j i 9X

(3.38)

o II
a. . = a. . +

1.1 13

3N
. N. K � ^ V. det [J]3 x 8Y k
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En faisant cette approximation, on arrive à une méthode inter-

médiaire entre la méthode des approximations successives et la méthode

de Newton-Raphson.

Les équations (3.38) sont utilisées pour les itérations suc-

cessives de la solution numérique.

3.4 Conditions aux limites

Les conditions aux limites pour un écoulement d'air autour d'un

cylindre, sont décrites à la figure 7. Les limites latérales sont consi-

dérées comme éloignées du cylindre (on les fixe â dix fois le rayon du

cylindre) de telle sorte que les vitesses de l'air, à ces limites, ne

subissent pas l'influence du cylindre. On fixe donc U = 1, V = 0 ,

P = 1 à la borne gauche, à l'avant du cylindre e t U = 1 et V = 0 à une
â cl

distance égale à l'arrière du cylindre. Les limites horizontales sont

des lignes de symétrie pour l'écoulement et la vitesse verticale est

nulle sur cette limite. A la surface du cylindre, les vitesses sont

nulles.

Les conditions aux limites pour une particule dans un écoule-

ment d'air autour d'un cylindre sont décrites à la figure 8. La limite

latérale gauche est considérée comme éloignée du cylindre (on la fixe à

dix fois le rayon du cylindre), de telle sorte que la vitesse de l'air à

cette limite, ne subit pas l'influence du cylindre. De plus comme c'est

la vitesse relative V - V qui cause l'accélération des particules, on
a p



va=o

va=o

Figure 7. Ecoulement d'air autour d'un cylindre: conditions limites



Vp=O

vp=o

Figure 8. Particule dans un écoulement d'air autour d'un cylindre:
conditions initiales.

w
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introduit une erreur inférieure à 1% en considérant U = 1 et V = 0
P P

comme conditions aux limites à cette distance.

La limite verticale droite et les limites horizontales sont

des lignes de symétrie.

3.5 Solution numérique

Une méthode d'élimination de Gauss en double précision a été

utilisée pour résoudre le système d'équations simultanées obtenues après

assemblage.

Le problème de l'écoulement de l'air autour d'un cylindre amène

un total de 226 équations à résoudre à chaque itération. La matrice des

coefficients comporte une hauteur de bande maximum de 139 et une hauteur

de bande moyenne de 52.4.

Le problème d'une particule dans un écoulement d'air autour

d'un cylindre amène à 146 le nombre total d'équations à résoudre à chaque

itération. La matrice des coefficients comporte une hauteur de bande

maximum de 39 et une hauteur de bande moyenne de 22.3.

Le résidu de la solution, qui est une indication de l'ordre de

grandeur de l'erreur introduite par les calculs au cours de la résolution

�1 S �1 ft
varie de 10 à 10 suivant l'itération.

Dans le but de diminuer le nombre d*itérations, pour obtenir

la convergence, on utilise le résultat d'une solution précédente comme

valeur initiale pour V .
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3.6 Calcul de la captation de particules à partir des vitesses

La solution par éléments finis donne la vitesse des particu-

les, en chaque point du domaine de solution et par conséquent, aussi à

la surface du cylindre. Cette vitesse est utilisée pour déterminer la

captation de particules par une surface d'orientation arbitraire d£.

La figure 9 décrit l'orientation du vecteur V et dl. La captation lo-

cale 3, en supposant la concentration de masse des particules constante

a l'approche de la fibre, est donnée par:

|$ | c o s (Y + 5 ) (3.39)
V . dl

P

ou y est l'angle du vecteur vitesse V :

V
Y = tan"1 ^2- (3.40)

et 6 est l'angle du vecteur d£:

6 = f - tan ^J (3.41)

On note qu'il y a un angle limite pour la captation puisqu'on

ne saurait avoir des valeurs négatives de 3:

3 = O à ô + Y = ~ (3.42)

2

Cet angle définit l'angle maximum 0 mesuré au centre du cylin-

dre. Le coefficient de captation n est obtenu par une intégration de la

captation locale 3:
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Figure 9. Orientation du vecteur vitesse V et d'un élément

de surface d£ du cylindre.
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r9m

n = 3 d£ (3.43)

Cependant, la vitesse V est connue seulement en un certain

nombre de noeuds à la surface du cylindre et doit être interpolée entre

ces noeuds. La géométrie est connue par les coordonnées de ces noeuds.

On utilise par conséquent une interpolation quadratique pour conserver

la même précision que celle de la solution:

U = < N(Ç) > {U }; V - < N(Ç) > {V }
P pn p pn

X = < N(O > {X }; Y = < N(Ç) > {Y }
n n

dx dN dy dN
� - < � > {X } ; � - < � > { Y }
dç dç n dç dç n

(3.44)

d'où on obtient:

TT dY/dÇ
S « - - tan"1 (3.45)

2 dX/dÇ

et

dJl

L'intégration sur la limite a été faite de façon numérique en

divisant l'intervalle entre deux noeuds en 50 divisions. Ceci corres-

pond à 400 intervalles pour la surface supérieure avant du cylindre.
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RESULTATS NUMERIQUES

Le coefficient d'espacement est défini par:

�n D 2

B = - - � ( 4 . 1 )

4 C

II mesure l'espacement entre les fibres.

Les tableaux 1 à 7 présentent les valeurs numériques du coeffi-

cient de captation n en fonction du paramètre d'inertie K, du coefficient

d'espacement B et du nombre de Reynolds Re .

a

Le coefficient de captation a été calculé pour onze valeurs de

K, trois valeurs de B et sept valeurs de Re . Les valeurs de B choisies,

0.01, 0.03 et 0.11 correspondent respectivement à des valeurs de C/D de

8.85, 5 d et 2.67. Les valeurs choisies pour les différents paramètres,

couvrent les conditions susceptibles de se rencontrer. Par exemple, les

vitesses d'écoulement, pour une fibre de cinquante microns, varient de

0.03 à 3 m/sec.

Il a été impossible d'obtenir de convergence pour un nombre de

Reynolds égal à 0.1 et un facteur d'espacement B = 0.01. Dans ces condi-

tions la vitesse des particules est faible et l'espacement entre les fibres

est grand.



TABLEAU 1. VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR

Re = 0.1
a

43

K D

m

D = 5'1

m

D

m

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6O4

10.0

0.000

0.000

0.000

0.000

0.067

0.234

0.401

0.571

0.741

0.849

0.908

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.073

0.235

0.431

0.644

0.787

0.869
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TABLEAU 2. VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR
m

RE = 0 . 2a

K D
= 2 .67

m

£
D

5 .1

m

D 8.85

nm

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6.4

10.0

0.000

0.000

0.000

0.000

0.072

0.240

0.406

0.575

0.743

0.850

0.909

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.083

0.247

0.442

0.651

0.791

0.871

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.026

0.154

0.347

0.580

0.746

0.843



TABLEAU 3. VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR
m

Re = 0.5
a

K
C:
D

nm

D
= 5.1

m

D

m

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6.4

10.0

0.000

0.000

0.000

0.000

0.087

0.257

0.421

0.586

0.750

0.854

0.911

0.000

0.000

0.00Q

0.000

0.005

0.114

0.282

0.472

0.671

0.803

0.879

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.060

0.221

0.416

0.624

0.765

0.846
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TABLEAU 4. VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR

Re = 1.0a

K ïï = 2'67

m

iC

D

m

D
8.85

m

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6.4

10.0

0.000

0.000

0.000

0.000

0.112

0.283

0.443

0.602

0.760

0.860

0.915

0.000

0.000

0.000

0.000

0.022

0.159

0.329

0.511

0.697

0.819

0.888

0.000

0.000

0.000

. 0.000

0.000

0.107

0.261

0.447

0.649

0.778

0.869
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TABLEAU 5c VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR
m

Re = 2.0
a

K ïï » 2*67

m

D

m

D
8.85

m

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6.4

10.0

0.000

0.000

0.000

0.025

0.156

0.325

0.478

0.629

0.777

0.870

0.921

0.000

0*000

0.000

0.000

0.061

0.223

0.390

0.560

0.728

0.837

0.900

0.000

0.000

0.000

0.000

0.033

0,167

0.325

0.501

0.686

0.811

0.883



TABLEAU 6. VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR
m

Rea = 5.0

K 2.67

m

D
= 5.1

m

£
D

m

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6.4

10.0

0.000

0.000

0.000

0.095

0.241

0.399

0.539

0.673

0.804

0.885

0.930

0.000

0.000

0.000

0.010

0.140

0.311

0.466

0.616

0.763

0.858

0.912

0.000

0.000

0.000

0.007

0.101

0.253

0.406

0.565

0.728

0.836

0.898
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TABLEAU 7. VALEURS NUMERIQUES DE n EN FONCTION DE K ET DE B POUR
m

Refl = 10.0

K = 2.67

m

D

X
D = 8 ' 8 5

X

0.100

0.144

0.196

0.256

0.4

0.625

0.9

1.6

3.0

6.4

10.0

0.000

0.000

0.007

0.168

0.310

0.454

0.584

0.706

0.823

0.895

0.936

0.000

0.010

0.007

0.069

0.212

0.378

0.522

0.658

0.789

0.873

0.921

0.000

0.002

0.005

0.052

0.165

0.317

0.461

0.607

0.755

0.852

0.908



CHAPITRE 5

DISCUSSION

Les figures 10, 11 et 12 donnent les valeurs du coefficient de

captation de la fibre isolée, en fonction du paramètre d'inertie, pour

différents coefficients d'espacement entre les fibres (0.01, 0.03 et

0.11). On procède par interpolation à partir des valeurs calculées,

pour les valeurs intermédiaires de K et n .
ni

On compare les résultats obtenus, au cours de ce travail de

recherche, avec trois autres modèles.

1. Un modèle d'écoulement potentiel autour d'une fibre iso-

lée: le modèle Choudhary-Gentry (1977).

2. Un modèle d'écoulement visqueux autour d'une fibre iso-

lée pour un nombre de Reynolds de 0.2: le modèle Davies

(1956).

3. Un modèle d'écoulement visqueux autour d'une fibre iso-

lée en supposant un nombre de Reynolds égal à zéro et en

utilisant la notion de champ d'écoulement décrit par le

modèle cellulaire de Happel (1959). Ce modèle porte le

nom de Harrop-Stenhouse (1969).

Pour tous ces calculs, le diamètre des particules par rapport

au diamètre de la fibre 2a/D est égal à 0.05.
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Lorsque l'espacement entre les fibres est réduit (figure 1 0 ) ,

les courbes des coefficients de captation en fonction du paramètre

d'inertie pour les quatre modèles, se rapprochent les unes des autres.

La forme de la courbe de ce modèle, de celui de Davies et de celui

Choudhary et Gentry est similaire. La courbe du modèle de Harrop et

Stenhouse, a une forme en S caractéristique.

Lorsque l'espacement entre les fibres est moyen (figure 11)

et lorsque l'espacement entre les fibres est grand, les courbes de ce

modèle et du modèle Choudhary et Gentry demeurent très rapprochées,

alors qu'avec les deux autres modèles, l'écart entre les courbes s'ac-

croît avec l'espacement entre les fibres.

Une comparaison des résultats théoriques avec les résultats

expérimentaux de Fan et Gentry (1976) est intéressante.

Dans la région où les nombres de Stokes sont élevés, (corres-

pondant à des nombres de Reynolds élevés) , les résultats de ce modèle

et du modèle de Choudhary-Gentry coincident bien avec les résultats ex-

périmentaux. Le modèle Harrop-Stenhouse sous-estime, dans cette région,

l'efficacité de captation d'une fibre isolée.

Par contre, la courbe de l'efficacité de captation de la fibre

isolée, pour des nombres de Stokes plus faibles, a une forme en S carac-

téristique similaire à la courbe du modèle de Harrop et Stenhouse.

Les valeurs numériques du modèle Harrop et Stenhouse sont ce-

pendant inférieures à celles obtenues expérimentalement.
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Figure 10. Coefficient de captation d'une fibre isolée en
fonction du paramètre d'inertie (l'espacement
entre les fibres est réduit).
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CHAPITRE 6

CONCLUSION

Ce modèle utilise la méthode des éléments finis pour détermi-

ner le champ de vitesse d'un écoulement visqueux autour d'une fibre.

Le coefficient de captation pour une fibre isolée est ensuite calculé

à partir du profil de vitesse en utilisant la théorie développée par

Langmuir.

Les quatre modèles utilisés pour fins de comparaison, prédi-

sent une augmentation de l'efficacité de captation avec un resserrement

de l'espace entre les fibres.

La coincidence des valeurs numériques obtenues dans ce travail

pour le coefficient de captation, avec celles obtenues par Choudhary et

Gentry s'affirme à mesure que le paramètre d'inertie s'accroît, indépen-

damment de l'espacement entre les fibres.

Les valeurs numériques des coefficients de captation calculées

par ces deux modèles sont plus élevées que celles calculées par les mo-

dèles de Davies et Harrop-Stenhouse. Ils sont en concordance avec les

résultats expérimentaux de Fan et Gentry (1976) pour des nombres de Stokes

élevés.
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